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1. Ââåäåíèå

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé (ïèøåòñÿ A ≥ 0), åñëè
å¼ ýëåìåíòû � âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ìàòðèöà ñ ïîëî-
æèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé (ïèøåòñÿ A > 0).
Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíûõ (ïîëîæèòåëüíûõ) ìàòðèö ÿâëÿ-
þòñÿ, î÷åâèäíî, íåîòðèöàòåëüíûìè (ïîëîæèòåëüíûìè) ìàòðèöàìè. Âàæ-
íûì êëàññîì íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûå ìàòðèöû.
Ìàòðèöà A ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîêàçàòåëü
k, ïðè êîòîðîì Ak > 0.

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû.
Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó N = {1, 2, . . . , n} è èçìåíÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó: åñ-
ëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i, òî â
ñëåäóþùèé ìîìåíò îí ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå j ñ âåðîÿòíîñòüþ, êîòîðàÿ
çàâèñèò ëèøü îò i è j è íå çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿíèé. Òàêèå ïðî-
öåññû íàçûâàþòñÿ ìàðêîâñêèìè öåïÿìè è îïèñûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè
ìàòðèöàìè.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà P = (pij) ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè-
÷åñêîé, åñëè

n∑
j=1

pij = 1, i = 1, . . . , n. (1)

×èñëî pij ïîíèìàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà öåïè èç ñîñòîÿíèÿ i
â ñîñòîÿíèå j çà îäèí øàã. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà k øàãîâ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ìàòðèöåé P k = (p

(k)
ij ). Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè öåïåé Ìàð-

êîâà - çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
p
(k)
ij ïðè k → ∞. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñòåïåíåé ñòîõàñòè÷åñêîé
ìàòðèöû. Ïðèâåä¼ì èçâåñòíóþ òåîðåìó (ñì., íàïðèìåð, [1,2])

Òåîðåìà 1. Åñëè ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ïðèìèòèâíà, òî
òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû

lim
k→∞

p
(k)
ij = πj, (2)

íå çàâèñÿùèå îò i.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, åñëè P ïðèìèòèâíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P k
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ñõîäèòñÿ1 ïðè k →∞ ê ìàòðèöå Π, êàæäàÿ ñòðîêà êîòîðîé ðàâíà

π = (π1, . . . , πn), òî åñòü Π = 1π =

 1
...
1

 (π1, . . . , πn).

Ìàòðèöà Π òîæå, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé. Ñòðîêó π � ñòîõà-
ñòè÷åñêèé âåêòîð � áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðî-
ÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé.

Ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé,
èñïîëüçóþùàÿ ìèíîðû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû I − P :

πj =
(I − P )jj
n∑
l=1

(I − P )ll

, j = 1, . . . , n. (3)

Ýòà ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ â êíèãå [1], êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî ñî-
äåðæèòñÿ â ñòàòüå [2]. Â ïàðàãðàôàõ 3, 4 è 5 ìû èçëîæèì ïîäðîáíîå
äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóÿ ñðåäñòâà òåîðèè ãðàôîâ è ëèíåéíîé àëãåá-
ðû â ïðåäåëàõ óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà. Íà ñàìîì äåëå íàø âûâîä äàñò
íåñêîëüêî áîëüøå: ôîðìóëà (3) îïðåäåëÿåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé äëÿ öåïè Ìàðêîâà, åñëè ýòî ðàñïðåäåëåíèå
åäèíñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

π = (π1, . . . , πn), πj ≥ 0,
n∑

j=1

πj = 1

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, åñëè

πP = π. (4)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû ñòðîêà π åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð ñòî-
õàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P , îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1. Òàêèå
âåêòîðû íàçûâàþòñÿ íåïîäâèæíûìè âåêòîðàìè äëÿ ìàòðèöû P. Ïðå-
äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ñëó÷àå ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû P ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Íî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå åäèíñòâåííî äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, îíî
åäèíñòâåííî äëÿ íåðàçëîæèìûõ èìïðèìèòèâíûõ ìàòðèö. Ïîäðîáíåå îá
ýòîì íàïèñàíî â ïàðàãðàôå 5.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé p
(k)
ij ïðè k →

∞ â èìïðèìèòèâíîì ñëó÷àå áîëåå ñëîæíî (ñì. [1,2]) è íå îïèñûâàåòñÿ

1Çäåñü è äàëüøå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö Ak(k = 1, 2, ...) ïîíèìàåòñÿ ïî-

ýëåìåíòíî: Ak → B îçíà÷àåò, ÷òî (Ak)ij → (B)ij äëÿ ëþáûõ i, j.
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òåîðåìîé 1. Îäíàêî, äëÿ ìàòðèö ìàëûõ ïîðÿäêîâ (n ≤ 5) ñòàöèîíàðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ è àñèìïòîòèêó ìîæíî îïèñàòü â ÿâíîé ôîðìå, ïîëüçóÿñü
ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôîâ 3 - 5 è ôîðìîé Ôðîáåíèóñà ñòîõàñòè÷åñêîé
ìàòðèöû. Ýòî ñäåëàíî â ïàðàãðàôå 8.

Â ïàðàãðàôå 6 îïðåäåëåíû ñòîõàñòè÷åñêèå òåìïîðàëüíûå ïîäìàòðè-
öû. Ñâÿçü ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé òåìïîðàëüíûõ ïîäìàòðèö ñî ñòà-
öèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ â ïàðàãðàôå 7.

2. Ãðàôû ìàòðèö

Îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (V, E), ãäå V � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî âåðøèí, E ⊆ V × V � ìíîæåñòâî äóã. Òàêèì îáðàçîì, äóãà
� ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåðøèí. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû ïðîíó-
ìåðîâàíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, òî åñòü ìíîæåñòâîì âåðøèí ñëóæèò
ìíîæåñòâî N = {1, . . . , n}.

Äóãè ìîæíî çàïèñûâàòü ðàçëè÷íî: ij èëè i→ j. Âåðøèíà i íàçûâàåò-
ñÿ íà÷àëîì, à âåðøèíà j � êîíöîì äóãè ij. Ãîâîðÿò, ÷òî äóãà ij âûõîäèò
èç i è âõîäèò â j (èëè � âåä¼ò èç âåðøèíû i â âåðøèíó j). Äóãà ii íà-
çûâàåòñÿ ïåòë¼é. Çàïèñü i→ j èíîãäà çàìåíÿåò âûðàæåíèå "ñóùåñòâóåò
äóãà, âåäóùàÿ èç i â j".

Ïóò¼ì äëèíû k â îðãðàôå íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí

i1i2 . . . ik+1, (5)

òàêàÿ, ÷òî imim+1 � äóãà, m = 1, . . . , k. Çäåñü i1 � íà÷àëî, ik+1 � êîíåö
ïóòè. Ïóòü, ó êîòîðîãî êîíåö ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì, íàçûâàåòñÿ çàìêíó-
òûì ïóò¼ì èëè êîíòóðîì. Äëèíà ïóòè ðàâíà êîëè÷åñòâó åãî äóã. Äëèíà
íåçàìêíóòîãî ïóòè ðàâíà ÷èñëó âåðøèí ìèíóñ åäèíèöà, äëèíà êîíòóðà
ðàâíà ÷èñëó âåðøèí.

Ââåä¼ì îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ïóòåé. Ïðîèçâåäåíèå ïóòåé p =
i1 . . . ik è q = j1 . . . jm îïðåäåëåíî, åñëè ïîñëåäíÿÿ áóêâà ïóòè p ñîâïàäàåò
ñ ïåðâîé áóêâîé ïóòè q. Â ýòîì ñëó÷àå

pq = x1 . . . xky2 . . . ym = x1 . . . xk−1y1 . . . ym.

Ïðîèçâåäåíèå ïóòåé àññîöèàòèâíî â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ïðîèç-
âåäåíèå (pq)r îïðåäåëåíî, òî ïðîèçâåäåíèå p(qr) òîæå îïðåäåëåíî è
(pq)r = p(qr). Èç àññîöèàòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè
ëþáîãî ÷èñëà ïóòåé ìîæíî îïóñòèòü. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïóòè pqr ïóòü
pr ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà q � êîíòóð.
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Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû ðàçëè÷íû, êðîìå,
ìîæåò áûòü, ïåðâîé è ïîñëåäíåé.

Ëåììà 1. Â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè

1) äëèíà ïðîñòîãî (i, j)-ïóòè ïðè i 6= j íå áîëüøå, ÷åì n− 1;

2) äëèíà ïðîñòîãî êîíòóðà íå áîëüøå, ÷åì n;

3) åñëè ñóùåñòâóåò (i, j)-ïóòü, òî ñóùåñòâóåò è ïðîñòîé (i, j)-ïóòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëèíà (i, j)-ïóòè ïðè i 6= j ðàâíà ÷èñ-
ëó âåðøèí ïóòè ìèíóñ åäèíèöà, à äëèíà êîíòóðà ðàâíà ÷èñëó âåðøèí â
êîíòóðå. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî ïóòè ñëåäóþò ïóíêòû 1) è
2). ×òîáû äîêàçàòü 3), ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíî âçÿòûé (i, j)-ïóòü. Åñëè
îí íå ïðîñòîé, òî åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå âèäà r1qr2, ãäå
q � êîíòóð (ìíîæèòåëü r1 èëè r2 ìîãóò è îòñóòñòâîâàòü). Óäàëèâ êîí-
òóð q, ïîëó÷èì áîëåå êîðîòêèé (i, j)-ïóòü r1r2. Åñëè è îí íå ïðîñòîé, òî
ïðîäîëæèì óäàëåíèå êîíòóðîâ. ßñíî, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå ïîëó÷èòñÿ
ïðîñòîé (i, j)-ïóòü. �

Ãîâîðÿò, ÷òî èç âåðøèíû i äîñòèæèìà âåðøèíà j, åñëè ñóùåñòâóåò
(i, j)-ïóòü. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì èëè íåðàçëîæèìûì, åñëè
èç ëþáîé âåðøèíû äîñòèæèìû âñå âåðøèíû, òî åñòü ëþáûå äâå âåðøèíû
âçàèìîäîñòèæèìû.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî S âåðøèí íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè íå ñó-
ùåñòâóåò äóã, âåäóùèõ èç âåðøèí ìíîæåñòâà S â âåðøèíû, íå ëåæàùèå
â S.

Ëåììà 2. Ãðàô ñ n ≥ 2 âåðøèíàìè ðàçëîæèì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò ñîáñòâåííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî âåðøèí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ìíîæåñòâî S ⊂ N çàìêíóòî, òî,
î÷åâèäíî, èç âåðøèí ýòîãî ìíîæåñòâà íåäîñòèæèìû âåðøèíû èç N \S. È
íàîáîðîò, åñëè ãðàô ðàçëîæèì, òî äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû i äîñòèæèìû
íå âñå âåðøèíû, à ëèøü íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí
S(i) ⊂ N . Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî S(i) çàìêíóòî. �

Ãðàôîì íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ
îðãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí N = {1, . . . , n}, â êîòîðîì

i→ j ⇐⇒ aij > 0.

Åñëè êàæäîé äóãå ij ãðàôà ìàòðèöû ïðèïèñàòü ÷èñëî aij, òî ïî-
ëó÷èòñÿ íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå ìàòðèöû â âèäå íàãðóæåííîãî ãðàôà.
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È íàîáîðîò, âñÿêèé íàãðóæåííûé ãðàô î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò
ìàòðèöó.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè å¼ ãðàô íåðàçëîæèì
(ñèëüíî ñâÿçåí). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A ðàçëîæèìà.

Âåñîì ïóòè i1i2 . . . ikik+1 â ãðàôå ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèå âåñîâ äóã ïóòè, òî åñòü ÷èñëî ai1i2 · · · aikik+1

. ßñíî, ÷òî

ail1al1l2 · · · alk−1j 6= 0 ⇐⇒ â ãðàôå A åñòü ïóòü il1l2 . . . lk−1j. (6)

Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö (i, j)-ýëåìåíò ìàòðèöû Ak

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

a
(k)
ij =

∑
l1, . . . ,lk−1

ail1al1l2 . . . alk−1j, (7)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì èíäåê-
ñîâ l1, . . . , lk−1.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèÿ ãðàôà ìàòðèöû è âåñà ïóòè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

a
(k)
ij = ñóììà âåñîâ (i, j)-ïóòåé äëèíû k, (8)

ail1al1l2 · · · alk−1j > 0 ⇐⇒ â ãðàôå A åñòü ïóòü il1l2 . . . lk−1j.

Îòñþäà è èç ôîðìóëû (7) ñëåäóåò ëåììà, ÿâëÿþùàÿñÿ îñíîâîé ïðèìåíå-
íèÿ ãðàôîâ â òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö:

Ëåììà 3. Ïóñòü A = (aij) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

a
(k)
ij > 0 ⇐⇒ â ãðàôå A ñóùåñòâóåò (i, j)-ïóòü äëèíû k.

Ïðîâåðèòü íåðàçëîæèìîñòü íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû ìîæíî ñ ïî-
ìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2. Ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

A+ A2 . . .+ An > 0. (9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 3 è ëåììû 1 íà ñ.6 ñëåäóåò, ÷òî
âåðøèíà j äîñòèæèìà èç âåðøèíû i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a

(k)
ij > 0

ïðè íåêîòîðîì k, 1 ≤ k ≤ n. Òî åñòü, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

aij + a
(2)
ij + . . .+ a

(n)
ij > 0. (10)

Äëÿ íåðàçëîæèìîñòèA íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (10)
âûïîëíÿëîñü äëÿ ëþáûõ i, j, ÷òî è âûðàæàåòñÿ óñëîâèåì (9). �
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Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîêàçàòåëü k, ïðè êîòîðîì Ak > 0. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïðèìè-
òèâíûì, åñëè èç ëþáîé âåðøèíû â ëþáóþ äðóãóþ ìîæíî ïåðåéòè ïóò¼ì
íåêîòîðîé äëèíû k. Â ñèëó ëåììû 3 (ñ.7) ìàòðèöà ïðèìèòèâíà â òî÷íî-
ñòè òîãäà, êîãäà ïðèìèòèâåí å¼ ãðàô. Â ÷àñòíîñòè, Ak > 0⇐⇒ â ãðàôå
A ëþáàÿ âåðøèíà k-äîñòèæèìà èç ëþáîé äðóãîé âåðøèíû.

3. Ãëàâíûå ïîäìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñóáñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè
å¼ ñòðî÷íûå ñóììû íå ïðåâûøàþò åäèíèöû. ßñíî, ÷òî ρ(A) ≤ 1. (Çäåñü
ρ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A, òî åñòü ρ(A) = max|λi|, ãäå λi
� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, 1 ≤ i ≤ n.)

Ëåììà 4. Ïóñòü A � ñóáñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

|I − A| ≥ 0. (11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î 1. Ïîñêîëüêó ρ(A) ≤ 1, òî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí |λI −A| ìàòðèöû A íå îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè λ > 1. ßñíî,
÷òî |λI − A| > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ λ. Îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû λI−A ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò å¼ ýëåìåíòîâ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, â òî÷êå λ = 1 çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà |λI−A| íåîòðèöàòåëüíî. �

Ïðèâåä¼ì àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (11).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î 2. Èç êóðñà àëãåáðû ìåõìàòà èçâåñòíî,

÷òî âåùåñòâåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí |tI − A| ðàçëàãàåòñÿ,
â ïðîèçâåäåíèå âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ

à) òèïà t− λ, îòâå÷àþùèõ âåùåñòâåííûì êîðíÿì λ, è
á) òèïà t2−(λ+ λ̄)t+λλ̄, îòâå÷àþùèõ ïàðàì ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñ-

íûõ êîðíåé λ è λ̄.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû òèïà à) ïðè t = 1 ïðèíèìàþò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,

òàê êàê |λ| ≤ 1;
ìíîãî÷ëåíû òèïà á) ïîëîæèòåëüíû ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷å-

íèÿõ t.
Ìû âûÿñíèëè, ÷òî â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà |tI−A| âñå ñîìíîæèòåëè

íåîòðèöàòåëüíû ïðè t = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, è ñàì ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðè
t = 1 íåîòðèöàòåëåí. �

Ïðèìåíèì ëåììó 4 ê ñóáñòîõàñòè÷åñêèì ìàòðèöàì, ïîëó÷àåìûì èç
ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P âû÷¼ðêèâàíèåì i-é ñòðîêè è i-ãî ñòîëáöà.
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî ìèíîðû
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû I − P íåîòðèöàòåëüíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (i) ñóáñòîõàñòè÷åñêóþ
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç P âû÷¼ðêèâàíèåì i-é ñòðîêè è i-ãî ñòîëáöà.
Ìèíîð i-ãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû I −P ðàâåí îïðåäåëèòåëþ
|I − P (i)|. Ïî ëåììå 4 ýòîò îïðåäåëèòåëü íåîòðèöàòåëåí. �

Ââåä¼ì óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîäìàòðèö. Ïóñòü α è β � ìíî-
æåñòâà âåðøèí ãðàôà ìàòðèöû P , òî åñòü ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
N = {1, . . . , n}. Òîãäà ñèìâîëîì P [α|β] îáîçíà÷àåòñÿ ïîäìàòðèöà, ñòî-
ÿùàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðàìè èç α è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç
β.

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: P [α|α], ãäå α � äîïîëíåíèå α.
Åñëè α = β, òî ïîäìàòðèöà P [α|α], ñòîÿùàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê

è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç α, íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû
P . Äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî P [α|α] ïèøóò ïðîñòî P [α]. Ââåä¼ííàÿ âûøå
ïîäìàòðèöà P (i) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ïîäìàòðèöåé ïîðÿäêà n− 1, òàê êàê
P (i) = P [N \ {i}].

Ïîëåçíîå çàìå÷àíèå:

P [α|α] = 0 ⇐⇒ ìíîæåñòâî α âåðøèí ãðàôà P çàìêíóòî. (12)

Ëåììà 5. Ïóñòü P � ñóáñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Åñëè ãëàâíàÿ
ïîäìàòðèöà P [α] � ñòîõàñòè÷åñêàÿ, òî ìíîæåñòâî α âåðøèí ãðàôà
P çàìêíóòî. Â ñëó÷àå, êîãäà P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, âåðíî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ìíîæåñòâî α âåðøèí ãðàôà P çàìêíóòî,
òî ïîäìàòðèöà P [α] � ñòîõàñòè÷åñêàÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. P [α] � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîäìàòðèöà =⇒
P [α|α] = 0 =⇒ (ñì. (12)) ìíîæåñòâî α âåðøèí ãðàôà P çàìêíóòî. Åñ-
ëè P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî, î÷åâèäíî, P [α|α] = 0 =⇒ P [α] �
ñòîõàñòè÷åñêàÿ. �

Âûÿñíèì, êîãäà â íåðàâåíñòâå (11) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî åñòü,
êîãäà ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ñóáñòîõàñòè÷åñêîé ìàò-
ðèöû A.

Ïðåäëîæåíèå 1. |I − A| = 0 ⇐⇒ A ñîäåðæèò ñòîõàñòè÷åñêóþ
ãëàâíóþ ïîäìàòðèöó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàâåíñòâî |I − A| = 0 îçíà÷àåò, ÷òî
÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ìàòðèöå Ak ïðè ëþáîì ïîêàçàòåëå k åñòü ñòîõàñòè÷åñêèå ñòðîêè, òî åñòü
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ìíîæåñòâî
αk = {i|s(k)i = 1}, ãäå s(k)i =

∑
j

a
(k)
ij

íåïóñòî ïðè ëþáîì k. Êðîìå òîãî, αk+1 ⊆ αk. Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

s
(k+1)
i = (a

(k)
i1 , . . . , a

(k)
i1 )A1 =

∑
j

a
(k)
ij sj ≤

∑
j

a
(k)
ij = s

(k)
i ≤ 1.

ßñíî, ÷òî αk+1 = αk äëÿ íåêîòîðîãî k ≤ n− 1. Òîãäà

i ∈ αk ⇒ s
(k+1)
i =

∑
m

aims
(k)
m = 1⇒ (aim > 0 ⇒ s(k)m = 1).

Èòàê, èç óñëîâèé i ∈ αk è aim > 0 ñëåäóåò m ∈ αk. Ýòî çíà÷èò, ÷òî αk �
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, A[αk] � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãëàâíàÿ
ïîäìàòðèöà.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. �

Òåîðåìà 3. Ìèíîð i-ãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû I − P

ïîëîæèòåëåí ⇐⇒ âåðøèíà i äîñòèæèìà èç âñåõ âåðøèí â ãðàôå ìàò-
ðèöû P .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âåðøèíà i äîñòèæèìà èç âñåõ âåðøèí
⇐⇒ ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî âåðøèí ñîäåðæèò i ⇐⇒ ñóáñòîõàñòè-
÷åñêàÿ ìàòðèöà P (i), ïîëó÷åííàÿ èç P âû÷¼ðêèâàíèåì i-é ñòðîêè è i-ãî
ñòîëáöà, íå ñîäåðæèò ñòîõàñòè÷åñêèõ ãëàâíûõ ïîäìàòðèö. Îòñþäà è èç
ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ñëåäñòâèå 2. Ìèíîðû âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (òî åñòü, âñå
ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêà n − 1) ìàòðèöû I − P ïîëîæèòåëüíû ⇐⇒
ìàòðèöà P íåðàçëîæèìà.

4. Î ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöå

Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A

íàçûâàþòñÿ êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà |tI −A|. Ïóñòü λ �
êîðåíü, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ñîáñòâåííûå âåêòîðû-ñòîëáöû íàõî-
äÿò, ðåøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

(λI − A)x = 0. (13)

Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû îáðàçóåò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ Cn. Â íàøåì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ
ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ,
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åãî ðàçìåðíîñòü íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ êîðíÿ λ. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ñòðîêà x � ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèé
êîðíþ λ, åñëè xA = λx. Ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû íàõîäÿò, ðåøàÿ
ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

x(λI − A) = 0. (14)

Ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîñòàâëÿþò (âìåñòå ñ íóëåâîé ñòðîêîé) ëå-
âîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå λ. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ ñòðîê Cn.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû-ñòîëáöû, ÷òîáû îòëè÷èòü èõ îò ëåâûõ, íàçû-
âàþò ïðàâûìè. Òå èç íèõ, êîòîðûå îòâå÷àþò êîðíþ λ, îáðàçóþò ïðàâîå
ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ λ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (14) ýêâèâàëåíòíà áîëåå ïðèâû÷íî çàïèñàííîé
ñèñòåìå (λI−A)TxT = 0, òî åñòü ñèñòåìå (λI−AT )xT = 0. Êàê èçâåñòíî
èç êóðñà àëãåáðû, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû íå ìåíÿåò-
ñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè. Çíà÷èò, ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îòâå÷àþò
òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ÷òî è ïðàâûå.

Äëÿ íàøåé ðàáîòû âàæåí ñëó÷àé, êîãäà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
äëÿ êîðíÿ λ îäíîìåðíî, òî åñòü îäíîìåðíû ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíî-
ðîäíûõ ñèñòåì (13) è (14) . Òî åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð (êàê ïðàâûé, òàê
è ëåâûé), îòâå÷àþùèé λ, � åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ.

Äëÿ ýòîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà îäíîðîäíûõ ñèñòåì ðåøåíèå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû äëÿ ìàòðèöû A =
(aij). ×òîáû ïîëó÷èòü ïðèñîåäèí¼ííóþ ìàòðèöó A∨, íàäî çàìåíèòü êàæ-
äûé ýëåìåíò aij åãî àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì Aij è òðàíñïîíèðîâàòü
ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
· · · ·
an1 an2 . . . ann

, òî A∨ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

· · · ·
A1n A2n . . . Ann

 .

Èç êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî

AA∨ = A∨A = detA · I. (15)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òàêæå èçâåñòíî èç êóðñà àëãåáðû.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà n ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè Ax = 0. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé ñèñòåìû ðàâíà n− rkA.
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Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïðîñòðàíñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = 0 îäíîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
rkA = n− 1.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A∨ � ïðèñîåäèí¼ííàÿ ìàòðèöà äëÿ A.
Òîãäà

rkA∨ = 1 ⇐⇒ rkA = n− 1

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü rkA = n − 1, òîãäà ñóùåñòâóþò
íåíóëåâûå ìèíîðû A ïîðÿäêà n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, A∨ 6= 0. Â íàøåì
ñëó÷àå detA = 0, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ (15) ñëåäóåò

AA∨ = 0. (16)

Èç ðàâåíñòâà (16) âèäíî, ÷òî íåíóëåâûå ñòîëáöû ìàòðèöû A∨ ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû Ax = 0. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðàâíà n− (n− 1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, rkA∨ = 1.

Íàîáîðîò, åñëè rkA∨ = 1, òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ìèíîðû A ïî-
ðÿäêà n− 1, çíà÷èò,

rkA ≥ n− 1. (17)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî rkA∨ = 1 âëå÷åò detA∨ = 0. Îòñþäà è èç
ðàâåíñòâà (15) ïî òåîðåìå îá óìíîæåíèè îïðåäåëèòåëåé ñëåäóåò

detA = 0 =⇒ rkA < n. (18)

Ñðàâíèâàÿ (17) è (18), ïîëó÷àåì rkA = n− 1. �
Èç ñëåäñòâèÿ 3 è ïðåäëîæåíèÿ 3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû

1) ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = 0 îäíîìåðíî,

2) rkA = n− 1,

3) rkA∨ = 1.

Èç òåîðåìû 4 è äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé òåîðåìû 4, òî
ëþáîé íåíóëåâîé ñòîëáåö ìàòðèöû A∨ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
Ax = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé xA =
0. Çäåñü x = (x1, . . . , xn) � ñòðîêà íåèçâåñòíûõ, 0 = (0, . . . , 0) � íóëå-
âàÿ ñòðîêà. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû äâà ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèÿ òàêæå èìåþò
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ìåñòî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñèñòåìà xA = 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
îáû÷íîì âèäå: ATxT = 0T . Íàäî ó÷åñòü, êðîìå òîãî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû
íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû

1) ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû xA = 0 îäíîìåðíî,

2) rkA = n− 1,

3) rkA∨ = 1.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé òåîðåìû 5.
Òîãäà ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A∨ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû xA = 0.

Â ýòîì ïðåäëîæåíèè ñíîâà èñïîëüçóþòñÿ ðàâåíñòâà (15), íà ýòîò ðàç
òî, ÷òî A∨A = 0.

Èç ïðåäëîæåíèé 4 è 5 âûòåêàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, åñëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàò-
íîñòü λ ðàâíà 1. Òî åñòü, åñëè ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (13) îäíî-
ìåðíî.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A ðàâíà 1. Òîãäà âñÿêèé
íåíóëåâîé ñòîëáåö ìàòðèöû (λI −A)∨ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì, îòâå÷àþùèì λ, à âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû (λI −
A)∨ ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îòâå÷àþùèì λ.

5. Ôîðìóëà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Åñëè A � êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, λ � å¼ ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå, òî rk(λI−A) < n. Ïðè ýòîì, åñëè rk(λI−A) = n− 1, òî ñîãëàñíî
òåîðåìå 4 rk(λI − A)∨ = 1. Íî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P è ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 1 ìîæíî äîêàçàòü áîëüøå.

Ëåììà 6. Ïóñòü P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Åñëè
rk(I − P ) = n − 1, òî ñòðîêè ìàòðèöû (I − P )∨ ðàâíû, à ýëåìåíòû
íåîòðèöàòåëüíû è íå âñå ðàâíû íóëþ. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè rk(I − P ) = n − 1, òî ïî òåîðåìå
4 ïðàâîå ïîäïðîñòðàíñòâî íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû P îäíîìåð-
íî. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ ëþáîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû ñîäåðæèò
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ñòîëáåö èç åäèíèö: 1 =

 1
...
1

 . Ñëåäîâàòåëüíî, íåïîäâèæíûå âåêòîðû

� ñòîëáöû (I−P )∨ � ïðîïîðöèîíàëüíû ñòîëáöó 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæ-
äûé ñòîëáåö (I − P )∨ ñîñòîèò èç ðàâíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû (I−P )∨ ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Åñëè â êâàäðàò-
íîé ìàòðèöå ñòðîêè ðàâíû, òî êàæäàÿ ñòðîêà ðàâíà ñòðîêå, ñîñòàâëåííîé
èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû (I − P )∨

ÿâëÿþòñÿ ìèíîðàìè äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû I − P . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñòðîêè (I − P )∨ ðàâíû ñòðîêå

(I − P )11, . . . , (I − P )nn. (19)

Ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè íåîòðèöàòåëüíû ïî ñëåäñòâèþ 1. Ñðåäè íèõ åñòü
ïîëîæèòåëüíûå, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëè áû (I − P )∨ = 0, íî
ïî ïðåäëîæåíèþ 3

rk(I − P )∨ = 1 > 0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, åñëè ïðèìå-
íèòü å¼ ê ìàòðèöå I − P . �

Ëåììà 7. Ïóñòü P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà
rk(I − P ) = n− 1 ⇐⇒ ñðåäè ìèíîðîâ (19) åñòü ïîëîæèòåëüíûå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×àñòü =⇒ ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 6.
Äîêàæåì ⇐= . ×èñëà (19) ÿâëÿþòñÿ ìèíîðàìè ïîðÿäêà n − 1 ìàòðèöû
I − P . Åñëè ñðåäè íèõ åñòü íåíóëåâûå, òî rk(I − P ) ≥ n − 1. Îäíàêî
ðàâåíñòâî rk(I − P ) = n íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó |I − P | = 0. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 5 è ëåììû 7 âûòåêàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè rk(I −P ) =
n−1 ñòðîêà (19) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ëå-
âûì íåïîäâèæíûì âåêòîðîì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P . Åñëè ýòîò
âåêòîð íîðìèðîâàòü (ïîäåëèòü êàæäûé åãî ýëåìåíò íà ñóììó âñåõ ýëå-
ìåíòîâ), òî ïîëó÷èì åäèíñòâåííûé íåïîäâèæíûé ëåâûé ñòîõàñòè÷åñêèé
âåêòîð äëÿ P .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âûïîëíåíî ëþáîå èç óñëîâèé:

1) rk(I − P ) = n− 1,

2) â ãðàôå ìàòðèöû P ñóùåñòâóþò âåðøèíû, äîñòèæèìûå èç âñåõ
âåðøèí.
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Òîãäà ñòðîêà
(I − P )11
n∑
l=1

(I − P )ll

, . . . ,
(I − P )nn
n∑
l=1

(I − P )ll

(20)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íåïîäâèæíûì ëåâûì ñòîõàñòè÷åñêèì âåêòî-
ðîì äëÿ P . Òî åñòü åäèíñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ
öåïè Ìàðêîâà ñ ìàòðèöåé P ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ íåðàçëîæèìûìè ñòîõàñòè÷å-
ñêèìè ìàòðèöàìè, òî åñòü ìàòðèöàìè, ãðàôû êîòîðûõ ñèëüíî ñâÿçíû.
Äëÿ íèõ, ðàçóìååòñÿ, óñëîâèå 2) òåîðåìû 6 âûïîëíÿåòñÿ.

6. Ôîðìà Ôðîáåíèóñà èìïðèìèòèâíîé ìàòðèöû

Åñëè ìàòðèöà P ≥ 0 íåðàçëîæèìà, íî íå ïðèìèòèâíà, òî ïîñðåäñòâîì
íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è òàêîé æå ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ å¼ ìîæ-
íî ïðèâåñòè ê ïðîñòîìó âèäó, íàçûâàåìîìó ôîðìîé Ôðîáåíèóñà. Òî÷íåå
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà Q, ÷òî ìàòðèöà QAQT èìååò
ôîðìó Ôðîáåíèóñà. Ñîâñåì êîðîòêî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èìïðèìèòèâíàÿ
ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê óêàçàííîé ôîðìå ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ. Ýòîò èç-
âåñòíûé ôàêò èçëàãàåòñÿ çäåñü áåç ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå
ìîæíî íàéòè â èñòî÷íèêàõ [1,2].

Èíäåêñîì èìïðèìèòèâíîñòè ñèëüíî ñâÿçíîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ
÷èñëî d, ðàâíîå íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ äëèí êîíòóðîâ ãðàôà.
Èíäåêñîì èìïðèìèòèâíîñòè íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû P íàçûâàåòñÿ èí-
äåêñ èìïðèìèòèâíîñòè å¼ ãðàôà. Èçâåñòíî [2], ÷òî ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô
ïðèìèòèâåí (íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà ïðèìèòèâíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà d = 1. Åñëè d > 1, òî ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà ìàòðèöû ìîæíî
ðàçáèòü íà êëàññû

C1, C2, . . . , Cd (21)

òàê, ÷òî âñå äóãè ñ íà÷àëîì â êëàññå C1 âåäóò â êëàññ C2, äóãè ñ íà÷àëîì
â C2 âåäóò â C3 è òàê äàëåå; íàêîíåö, äóãè èç Cd âåäóò â C1. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ Ct+1 ñëåäóåò çà êëàññîì Ct ïðè t ≤ d − 1, êëàññ
C1 ñëåäóåò çà Cd. Îïèñàííîå ðàçáèåíèå áóäåì íàçûâàòü öèêëè÷åñêèì, à
êëàññû ðàçáèåíèÿ � öèêëè÷åñêèìè êëàññàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ãðàôà ìàòðèöû öèêëè÷åñêîå ðàçáèåíèå (21)
ïîëó÷åíî. Ïåðåíóìåðóåì âåðøèíû ãðàôà: âíà÷àëå âåðøèíû êëàññà C1,
ïîòîì C2 è ò.ä. Ïðîèçâåä¼ì ïåðåñòàíîâêó ðÿäîâ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåí-
íî íîâîé íóìåðàöèè âåðøèí è ðàçîáú¼ì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó íà áëîêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó
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P =


0 P12 0 ... 0
0 0 P23 ... 0
.. .. .. .. ..
0 0 0 0 Pd−1,d
Pd1 0 0 0 0

 . (22)

Ìàòðèöà (22) íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Ôðîáåíèóñà. Ó òàêîé ìàòðèöû íó-
ëåâûå äèàãîíàëüíûå áëîêè � êâàäðàòíûå, åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé áëîê
áëî÷íîé ñòðîêè ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîñåäîì äèàãîíàëüíîãî áëîêà, â íèæ-
íåé áëî÷íîé ñòðîêå åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé áëîê çàíèìàåò ëåâûé íèæ-
íèé óãîë. Êîëè÷åñòâî áëî÷íûõ ñòðîê (è ñòîëáöîâ) íàçûâàåòñÿ áëî÷íûì
ïîðÿäêîì ìàòðèöû. Äàëüøå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà (22) � ñòî-
õàñòè÷åñêàÿ. Òîãäà å¼ íåíóëåâûå áëîêè � ñòîõàñòè÷åñêèå (âîîáùå ãîâîðÿ,
ïðÿìîóãîëüíûå) ìàòðèöû.

Ïðè âîçâåäåíèè áëî÷íî-öèêëè÷åñêîé ìàòðèöû (22) â ñòåïåíü d ïîëó-
÷àåòñÿ áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

P d =


G1

G2
. . .

Gd

 , (23)

ãäå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû

G1 = P12P23 · · ·Pd1,

G2 = P23 · · ·Pd1P12,
· · · · · · ·
Gd = Pd1P12 · · ·Pd−1,d.

(24)

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ôîðìû Ôðîáåíèóñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèà-
ãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèöû (23) ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè ìàòðèöàìè.
Ïðèìèòèâíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû G1, G2, . . . , Gd ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ìàòðèöû ìàðêîâñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå âîçíèêàþò, åñëè èñõîä-
íóþ ñèñòåìó íàáëþäàòü â ìîìåíòû dm, m = 1, 2, . . . Íàçîâ¼ì ìàòðèöû
G1, G2, . . . , Gd òåìïîðàëüíûìè ïîäìàòðèöàìè ìàòðèöû P .

Ðåçþìèðóåì îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü P � íåðàçëîæèìàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ
êîíòóðíûì èíäåêñîì d. Åñëè d = 1, òî ìàòðèöà P ïðèìèòèâíà. Åñëè
d > 1, òî ìàòðèöà P íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ ïðèâîäèòñÿ ê
ôîðìå Ôðîáåíèóñà (22). Ñòîõàñòè÷åñêèå òåìïîðàëüíûå ïîäìàòðèöû
G1, G2, . . . , Gd ìàòðèöû ïðèìèòèâíû.
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Ïîñêîëüêó òåìïîðàëüíûå ïîäìàòðèöû ïðèìèòèâíû, òî ïî òåîðåìå 1
äëÿ êàæäîé èç Qi ñóùåñòâóåò ïðåäåë 1ρi � ïîëîæèòåëüíàÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêàÿ ìàòðèöà ñ îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè. Çäåñü ρi � ñòàöèîíàðíîå è, îä-
íîâðåìåííî, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ òåìïîðàëüíîé
ïîäìàòðèöû Qi.

7. Ñâÿçü ìåæäó ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàòðèöû è
ñòàöèîíàðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè åå òåìïîðàëüíûõ
ïîäìàòðèö

Â ýòîì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñòàöèîíàðíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P , èìåþùåé ôîðìó (22), è
ñòàöèîíàðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè åå òåìïîðàëüíûõ ïîäìàòðèö. Âíà÷àëå
ðàçáåð¼ì ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ èíäåêñîì èìïðèìèòèâ-
íîñòè d = 3. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìà Ôðîáåíèóñà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

P =

 0 P12 0
0 0 P23

P31 0 0

 ,

ãäå ìàòðèöà P31 ïîðÿäêà n3 íà n1, ìàòðèöà P12 ïîðÿäêà n1 íà n2, ìàòðèöà
P23 ïîðÿäêà n2 íà n3 è n1 + n2 + n3 = n.

Ïóñòü π - ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòðèöû P , òî åñòü πP = π.
Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòåïåíåé ìàòðèöû P , äëÿ ýòî-

ãî âû÷èñëèì ìàòðèöó P 3:

P 3 =

 Q1

Q2

Q3

 .

Ìàòðèöû Q1, Q2, Q3 - ïðèìèòèâíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû. Ñòàöè-
îíàðíûå (îäíîâðåìåííî ïðåäåëüíûå) ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìàòðèö îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ρ1, ρ2, ρ3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó π è ýòè-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ðàçîáüåì π íà ïîäñòðîêè äëèíû n1, n2, n3. Òî åñòü
π = (π1, π2, π3). Òîãäà

πiQi = πi, i = 1, 2, 3. (25)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê πP = π, ñëåäîâàòåëüíî, πP 3 = π, òî åñòü

(π1, π2, π3)

 Q1

Q2

Q3

 = (π1, π2, π3),
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à ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òð¼ì ðàâåíñòâàì (25). Òàêèì îáðàçîì, πi -
íåïîäâèæíûé âåêòîð äëÿ Qi, íî ýòî íå ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîð, òàê êàê
ñóììà åãî ýëåìåíòîâ äëÿ êàæäîãî i ìåíüøå åäèíèöû.

Äîêàæåì, ÷òî

πi1 =
1

3
(i = 1, 2, 3)

Çäåñü, ïîä 1, êàê îáû÷íî, èìååòñÿ ââèäó ñòîëáåö èç åäèíèö.
Èç òîãî, ÷òî πP = π íàõîäèì, ÷òî

(π1, π2, π3)

 0 P12 0
0 0 P23

P31 0 0

 = (π3P31, π1P12, π2P23).

Ñëåäîâàòåëüíî,

π3P31 = π1, π1P12 = π2, π2P23 = π3.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî π11 = π31 = π21, òî åñòü ñóììû ýëå-
ìåíòîâ π1, π2, π3 îäèíàêîâû. Îáîçíà÷èì ýòè îäèíàêîâûå ñóììû ÷åðåç
α.

Òîãäà, π1 = 3α = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, α = 1
3 .

Âûõîäèò, ÷òî âåêòîð

ρi = α−iπi = 3πi (26)

� åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìàòðèöû Qi, ãäå i =
1, 2, 3.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå π äëÿ
ìàòðèöû P , òî ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ρ1, ρ2, ρ3 äëÿ ìàòðèö
Q1, Q2, Q3 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (26).

Íàîáîðîò, åñëè èçâåñòíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ρ1, ρ2, ρ3 äëÿ
òåìïîðàëüíûõ ïîäìàòðèö Q1, Q2, Q3, òî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå π
äëÿ ìàòðèöû P íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

π =
1

3
(ρ1 ρ2 ρ3).

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ñâÿçè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû ñî ñòàöèîíàðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè å¼
òåìïîðàëüíûõ ïîäìàòðèö. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, íîðìàëüíàÿ ôîðìà
Ôðîáåíèóñà íåðàçëîæèìîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû ñ èíäåêñîì èìïðè-
ìèòèâíîñòè, ðàâíûì d, èìååò âèä:
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P =


0 P12 0 ... 0
0 0 P23 ... 0
.. .. .. .. ..
0 0 0 0 Pd−1,d
Pd1 0 0 0 0

 . (27)

È â ñòåïåíè d îíà ðàâíà

P d =


G1

G2
. . .

Gd

 .

Îáîçíà÷èì ïîðÿäêè äèàãîíàëüíûõ íóëåâûõ áëîêîâ ìàòðèöû (27)
÷åðåç n1, n2, ..., nd. Ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ïîðÿäêàìè òåì-
ïîðàëüíûõ ïîäìàòðèö G1, G2, . . . , Gd. Ðàçîáüåì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå π ìàòðèöû P íà ïîäñòðîêè π1, π2, ..., πd äëèíû, ñîîòâåòñòâåííî,
n1, n2, ..., nd è ïðåäñòàâèì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå π â âèäå

π = (π1, π2, ..., πd).

Òàê êàê πP = π, ñëåäîâàòåëüíî, πP d = π, òî åñòü

(π1, π2, ..., πd)


G1

G2
. . .

Gd

 = (π1, π2, ..., πd).

Ñëåäîâàòåëüíî, πiGi = πi, i = 1, ..., d, òî åñòü πi � íåïîäâèæíûé
âåêòîð äëÿ Gi. Äîêàæåì, ÷òî πi1 = 1

d .

(π1, π2, .., πd−1, πd)


0 P12 0 ... 0
0 0 P23 ... 0
.. .. .. .. ..
0 0 0 0 Pd−1,d
Pd1 0 0 0 0

 = (πdPd1, π1P12, .., πd−1Pd−1,d).

Ñëåäîâàòåëüíî, 
πdPd1 = π1
π1P12 = π2

.. .. ..
πd−1Pd−1,d = πd

(28)
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Óìíîæàÿ êàæäîå èç ðàâåíñòâ (28) íà ñòîëáåö èç åäèíèö 1 ïîäõîäÿùåé
âûñîòû, ïîëó÷àåì

πd1 = π11 = π21 = . . . = πd−11,

òî åñòü ñóììû ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ π1, π2, . . . , πd îäèíàêîâû. Îáîçíà÷èì
ýòè îäèíàêîâûå ñóììû ÷åðåç α.

Òîãäà
π1 = πd1+ π11+ π21+ . . .+ πd−11 = dα = 1

Ñëåäîâàòåëüíî, α = d−1.
Ïîäâåä¼ì èòîã.

Òåîðåìà 8. Äàíà èìïðèìèòèâíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ñ
èíäåêñîì èìïðèìèòèâíîñòè d â ôîðìå Ôðîáåíèóñà (27). Ïóñòü

π = (π1, π2, ..., πd)

� ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ P (ðàçáèòîå íà ïîäâåêòîðû, êàê
îïèñàíî âûøå), à âåêòîðû

ρ1, ρ2, . . . , ρd

� ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ òåìïîðàëüíûõ ïîäìàòðèö

Q1, Q2, . . . , Qd.

Òîãäà
ρi = dπi, i = 1, . . . , d. (29)

Ñîîòâåòñòâåííî,
π = d−1(ρ1, ρ2, . . . , ρd). (30)

Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâ (28) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî, çíàÿ ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îäíîé èç òåìïîðàëüíûõ ïîäìàòðèö, ëåãêî âû÷èñëèòü
ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ òåìïîðàëüíûõ ïîäìàòðèö.

8. Ôîðìû Ôðîáåíèóñà è àñèìïòîòèêà äëÿ íåðàçëîæèìûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ìàëîãî ïîðÿäêà

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ïî òåîðåìå 1, åñëè ìàòðèöà P ïðèìèòèâíà,
òî àñèìïòîòèêà òàêîâà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P k ñõîäèòñÿ ïðè k →∞
ê ìàòðèöå
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Π = 1π =

 1
...
1

 (π1, . . . , πn).

Òàêèì îáðàçîì, π äëÿ ïðåäåëüíîé ìàòðèöû Π = 1π ìîæíî âû÷èñëèòü
ïî ôîðìóëå (3).

Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n = 2

P =

(
1− a a
b 1− b

)
, 0 ≤ a < 1, 0 < b ≤ 1

ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà ïðèìåò âèä

Π =

(
b

a+b
a

a+b
b

a+b
a

a+b

)
, 0 ≤ a < 1, 0 < b ≤ 1

Äëÿ áîëüøèõ ïîðÿäêîâ âûïèñûâàòü âèä ïðåäåëüíîé ìàòðèöû íå èìå-
åò ñìûñëà � ñëèøêîì ãðîìîçäêèå ôîðìóëû.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé p
(k)
ij ïðè k →

∞ â èìïðèìèòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ìàòðèö ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà îïèñàíî,
íàïðèìåð, â [1,2]. Îäíàêî äëÿ ìàòðèö ìàëûõ ïîðÿäêîâ (n ≤ 5) àñèìï-
òîòèêó ìîæíî îïèñàòü, ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôà 7 è ôîðìîé
Ôðîáåíèóñà ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ,
÷òî, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 8, ìîæíî âû÷èñëèòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå äëÿ ìàòðèöû P ïðîùå, ÷åì ïî ôîðìóëå (20). Âíà÷àëå ìû áóäåì
ïðèâîäèòü îáà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ.

Âûïèøåì âñå âîçìîæíûå ôîðìû Ôðîáåíèóñà äëÿ èìïðèìèòèâíûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö 2-ãî è 3-ãî ïîðÿäêà.

Ôîðìà Ôðîáåíèóñà äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n = 2 èìååò âèä:

P =

(
0 1
1 0

)
,

Äëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü òîëüêî îäíà èìïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà. Ñòà-
öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ìàòðèöû ðàâíî π = (12

1
2). ×èñëî êëàññîâ

d = 2.
Ôîðìû Ôðîáåíèóñà äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n = 3 ïðè d = 2 èìåþò âèä:

P =

 0 p 1− p
1 0 0
1 0 0

 , Q =

 0 0 1
0 0 1
p 1− p 0

 , ãäå 0 < p < 1.

Äëÿ ýòèõ ìàòðèö ÷èñëî êëàññîâ d òàêæå ðàâíî 2. Ýòè ìàòðèöû ïåðå-
ñòàíîâî÷íî ïîäîáíû, à èìåííî Q = RTPR, ãäå
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R =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìàòðèöû P .
Âû÷èñëèì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ýòîé ìàòðèöû:

P (1) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
 0 p 1− p

1 0 0
1 0 0

 =

 1 −p p− 1
−1 1 0
−1 0 1

 .

P11 = 1, P22 = p, P33 = 1− p

Ñëåäîâàòåëüíî,ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòðèöû P èìååò âèä

π = (π1 π2 π3) = (
1

2

p

2

1− p
2

)

Òîãäà ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìàòðèöû Q ðàâíî:

(πR)Q = πRRTPR = πPR = πR

.
Òî åñòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòðèöû Q ïîëó÷àåòñÿ óìíîæå-

íèåì ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π íà ìàòðèöó R.
Âû÷èñëèâ ìàòðèöû P 2 è P 3, îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

ñòåïåíåé ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé:

P 2 =

(
Q1 0
0 Q2

)
=

 1 0 0
0 p 1− p
0 p 1− p

 , P 3 =

 0 p 1− p
1 0 0
1 0 0

 .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî P 3 = P , òî åñòü ìàòðèöà P â òðåòüåé ñòåïåíè
ðàâíà ñàìîé ñåáå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P k, k = 1, 2, . . .
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé âèäà

P, P 2, P, . . .

Ïåðèîä â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí äâóì.
Òåïåðü âû÷èñëèì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìàòðèöû P , ïîëü-

çóÿñü òåîðåìîé (8). Â äàííîì ñëó÷àå òåìïîðàëüíûå ïîäìàòðèöû ðàâíû

Q1 = 1, Q2 =

(
p 1− p
p 1− p

)
.
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Ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íèõ ìîæíî óêàçàòü, íå âû÷èñëÿÿ :

ρ1 = 1, ρ2 = (p, 1− p).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8

π =
1

2
(1, p, 1− p),

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî âû÷èñëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âèä ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà

P =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

Äëÿ ýòîé ìàòðèöû ÷èñëî êëàññîâ óæå ðàâíî 3. Çäåñü òàêæå ìîæíî çàìå-
òèòü ïåðèîäè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàòðèö. Ïåðèîä ðàâåí òðåì.

Âîîáùå, íîðìàëüíàÿ ôîðìà íåðàçëîæèìîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû
ïðè d=n (÷èñëî êëàññîâ ðàâíî ïîðÿäêó) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

P =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
.. .. .. .. ..

0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

 ñëåäîâàòåëüíî, P n =


1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
.. .. .. .. ..

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 (31)

Îáà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ äàþò ñòàöèîíàðíûé âåêòîð

π = (1/n, 1/n, . . . , 1/n).

Ðàçìåðû áëîêîâ â ôîðìå Ôðîáåíèóñà îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ïîðÿäêîâ äèàãîíàëüíûõ íóëåâûõ áëîêîâ. À èìåííî, åñëè ïîðÿäêè
ñîñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n1, n2, ..., nd, òî áëîê P12 èìååò ðàçìåðû
n1×n2, áëîê P23 - ðàçìåðû n2×n3 è ò.ä. Íàêîíåö, áëîê Pd1 èìååò ðàçìå-
ðû nd × n1. Ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ôîðìû Ôðîáåíèóñà, îòëè÷àþùèåñÿ
íóìåðàöèåé öèêëè÷åñêèõ êëàññîâ (è ñîîòâåòñòâóþùåé öèêëè÷åñêîé ïå-
ðåñòàíîâêîé íóëåâûõ áëîêîâ) � ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ïàðàãðàôà 6.

Âûïèøåì ôîðìû Ôðîáåíèóñà äëÿ ìàòðèö ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Âîç-
ìîæíû íåñêîëüêî ñëó÷àåâ òàêèõ ìàòðèö, òî åñòü âàðèàíòû, êîãäà ñóììà
ïîðÿäêîâ äèàãîíàëüíûõ íóëåâûõ áëîêîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

1. 2+1+1=4,
2. 1+2+1=4,
3. 1+1+2=4,
4. 2+2=4,
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5. 1+1+1+1=4,
6. 3+1=4,
7. 1+3=4.
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû èç ñëó÷àåâ 2 è 3 ïåðåñòàíîâî÷íî ïîäîáíû ìàò-

ðèöå èç ñëó÷àÿ 1, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàòü èõ ìû íå áóäåì. Ïî àíàëîãè÷-
íîé ïðè÷èíå íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé 1+3=4.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé:

P =


0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1
p 1− p 0 0

 , 0 < p < 1

Çäåñü d = 3.
Âû÷èñëèì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ýòîé ìàòðèöû:

P (1) =


1 0 −1 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
−p p− 1 0 1


P11 = p, P22 = 1− p, P33 = 1, P44 = 1

.
Ñëåäîâàòåëüíî,ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòðèöû P èìååò âèä

(π1 π2 π3 π4) = (
p

3

1− p
3

1

3

1

3
).

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P k ïðè
k →∞. Âû÷èñëèâ ìàòðèöû P 2, P 3, P 4

P 2 =


0 0 0 1
0 0 0 1
p 1− p 0 0
0 0 1 0

 , P 3 =


p 1− p 0 0
p 1− p 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

P 4 =


0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1
p 1− p 0 0

 ,
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çàìåòèì ïåðèîäè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P k:

P, P 2, P 3, P, P 2, P 3...

Ïåðèîä ðàâåí òðåì.
Äëÿ ñëó÷àÿ 2+2=4 ôîðìà Ôðîáåíèóñà ïðèìåò âèä

P =

(
0 P12

P21 0

)
=


0 0 p 1− p
0 0 q 1− q
r 1− r 0 0
s 1− s 0 0

 . (32)

Èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè d äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàâåí äâóì.
Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 8 âû÷èñëèì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå äëÿ ìàòðèöû P .
Âû÷èñëèì ìàòðèöó P 2:

P =

(
0 P12

P21 0

)2

=

(
Q1 0
0 Q2

)
,

ãäå

Q1 =

(
pr + s(1− p) p(1− r) + (1− s)(1− p)
qr + s(1− q) q(1− r) + (1− s)(1− q)

)
.

Òîãäà ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìàòðèöû Q1 ðàâíî

ρ1 = (α, β), ãäå α = q(r−s)+s
1+(q−p)(r−s) , β = 1−pr−s(1−p)

1+(q−p)(r−s) .

Q2 =

(
pr + q(1− r) r(1− p) + (1− r)(1− q)
sp+ q(1− s) s(1− p) + (1− s)(1− q)

)
.

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìàòðèöû Q2 ðàâíî

ρ2 = (γ, δ), ãäå γ = q+s(p−q)
1+(s−r)(p−q) , δ = 1−pr−q(1−r)

1+(s−r)(p−q) .

Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòðèöû P ïî ôîðìóëå
(30) ðàâíî

π =
1

2
(α β γ δ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöû Q1, Q2 - ïðèìèòèâíûå ñòîõàñòè÷åñêèå
ìàòðèöû, òî ñàìè ìàòðèöû P12 è P21 íå îáÿçàíû áûòü ïðèìèòèâíûìè
èëè íåðàçëîæèìûìè.

Íàïðèìåð, ìàòðèöû
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P12 =

(
p 1− p
0 1

)
, P21 =

(
1 0
q 1− q

)
ïðè p > 0, q > 0 ðàçëîæèìû, íî Q1 = P12P21 è Q2 = P21P12 ïðèìè-

òèâíû.
Àíàëîãè÷íî, ìàòðèöû

P12 =

(
p 1− p
0 1

)
, P21 =

(
0 1
1 0

)
ðàçëîæèìû ïðè p > 0, íî ìàòðèöû Q1 è Q2 ïðèìèòèâíû.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö P12 è P21 áûëè

ïðèìèòèâíûìè ìàòðèöàìè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

0 ≤ pr + s(1− p) < 1 è 0 < qr + s(1− q) ≤ 1,

à òàêæå

0 ≤ pr + q(1− r) < 1 è 0 < sp+ q(1− s) ≤ 1.

Ñëó÷àé 2+2=4 - åäèíñòâåííûé äëÿ n = 4, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
P k, k = 1, 2, .. ìîæåò áûòü íåïåðèîäè÷åñêîé. Òî÷íåå, èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P k, k = 1, 2, .. ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ìàòðèö
P12, P21 âûðîæäåíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà
âûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòðîêè ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ âûïîëíåíî, åñëè p = q èëè (è) r = s. Â ýòîì ñëó÷àå
îáå òåìïîðàëüíûå ïîäìàòðèöû P12P21 è P21P12 òîæå èìåþò îäèíàêîâûå
ñòðîêè. Îòñþäà è ñëåäóåò ïåðèîäè÷íîñòü. Åñëè æå ìàòðèöû P12 è P21

íåâûðîæäåíû, òî è ìàòðèöà (32) íåâûðîæäåíà, òàê êàê å¼ ñòðîêè ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû
íå ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêîé. �

Äëÿ ñëó÷àÿ 1+1+1+1=4 ìàòðèöà P ïðèìåò âèä

P =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 .

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû ïîðÿäêà n = 5.
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Àíàëîãè÷íî ÷åòâåðòîìó ïîðÿäêó, ôîðìà ýòèõ ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîðÿäêîâ äèàãîíàëüíûõ íóëåâûõ áëîêîâ. Ñ òî÷íî-
ñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê íóëåâûõ áëîêîâ, òàêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ìîæåò áûòü ïÿòü, à èìåííî: (2,3); (2,2,1); (1,1,1,1,1); (1,4);
(1,1,1,2).

Â ñëó÷àå 2+3 ìàòðèöà ïðèìåò âèä:

P =


0 0 p q r
0 0 s t u
f 1− f 0 0 0
v 1− v 0 0 0
w 1− w 0 0 0

,
ãäå p+ q + r = 1, s+ t+ u = 1, 0 < v < 1, 0 < w < 1, 0 < f < 1.

Ïðåäëîæåíèå 8. Â ñëó÷àå 2+3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P k, k = 1, 2, ..
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà òåìïîðàëü-
íàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà 2 âûðîæäåíà. Òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî pf + qv + rw = sf + tv + uw. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè n = 5
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P k - ïåðèîäè÷åñêàÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ 2+3 àíàëîãè÷-
íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 7. Ïåðèîäè÷íîñòü â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
äîêàçûâàåòñÿ ïåðåáîðîì âàðèàíòîâ. �

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ýòèõ ìàòðèö òàêæå ìîæíî íàéòè
ëèáî èñïîëüçóÿ íàøó ôîðìóëó 3 ëèáî âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 8.

Äëÿ ñëó÷àÿ 2+2+1 èìååì:

P =


0 0 p 1− p 0
0 0 q 1− q 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
r 1− r 0 0 0

,
ãäå 0 < p < 1, 0 < q < 1, 0 < r < 1.
Äëÿ ñëó÷àÿ 1+1+1+1+1:

P =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

,
Â ñëó÷àå 1+4:
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P =


0 p q r s
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

, ãäå p+ q + r + s = 1, p, q, r, s > 0.

èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè d = 2, ïåðèîä òàêæå ðàâåí äâóì.
Äëÿ ñëó÷àÿ 1+1+1+2:

P =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 a 1− a
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

.
Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ

òåìïîðàëüíûå ïîäìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ïîðÿäêà 2 ñ ðàâíûìè
ñòðî÷êàìè, ëèáî ìàòðèöàìè ïîðÿäêà 1, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò ïåðèîäè÷-
íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P k.
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