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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ
С ОПЕРАТОРОМ БЕССЕЛЯ БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА. II

Аннотация. Установлена корректная разрешимость задачи Коши для сингулярных эволюци-
онных уравнений бесконечного порядка в классах начальных условий, являющихся обобщен-
ными функциями типа ультрараспределений (аналитическими функционалами).
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Abstract. We prove the correct solvability of the Cauchy problem for singular evolution equations
of infinite order in classes of initial conditions that are generalized functions like ultra-distributions
(analytic functionals).
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Данная работа является продолжением статьи [1], в которой были найдены необходимые
и достаточные условия, обеспечивающие непрерывность оператора Бесселя бесконечного
порядка в пространствах типа W , введенных Б.Л. Гуревичем [2] (пространства типа W
являются обобщениями пространств типа S, введенных И.М.Гельфандом и Г.Е.Шиловым
[3], вследствие замены степенных функций произвольными выпуклыми, что позволяет точ-
нее описать особенности возрастания или убывания функций на бесконечности); исследо-
ваны свойства преобразования Фурье–Бесселя обобщенных функций из пространств типа
W ′, сверток, свертывателей и мультипликаторов. Результаты [1] дают возможность развить
здесь теорию задачи Коши для сингулярных эволюционных уравнений бесконечного поряд-
ка в классах начальных условий, являющихся обобщенными функциями типа ультрарас-
пределений (аналитическими функционалами); в частности, установить оценки фундамен-
тального решения задачи Коши, исследовать свойства фундаментального решения задачи
Коши как абстрактной функции временного параметра со значениями в пространствах типа
W , доказать дифференцируемость (по t) свертки фундаментального решения задачи Коши
с произвольной обобщенной функцией из пространства типаW ′, изучить поведение указан-
ных сверток при t→ +0 в пространствах обобщенных функций типа W ′. Такие уравнения
являются естественными обобщениями сингулярных параболических уравнений и важны с
точки зрения применений в теории уравнений с частными производными.

1. Пространства основных и обобщенных функций

Символами WΩ
M ,

◦
WΩ

M ,
◦
WΩ

M (R) будем обозначать пространства типа W , введенные в [1].
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Напомним также, что мультипликатором в пространстве WΩ
M будет каждая целая одно-

значная функция ϕ : C → C, удовлетворяющая условию ([3], с. 25)

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |ϕ(z)| ≤ cε exp{M(εx) + Ω(εy)}. (1)

Каждая четная целая функция, удовлетворяющая условию (1), будет мультипликатором

в пространстве
◦
WΩ

M , а ее сужение на R – мультипликатором в пространстве
◦
WΩ

M (R).

Символом
( ◦
WΩ

M (R)
)′ обозначим пространство всех линейных непрерывных функциона-

лов над соответствующим пространством основных функций со слабой сходимостью, а его
элементы назовем обобщенными функциями. Регулярными обобщенными функциями или
регулярными функционалами будем называть линейные непрерывные функционалы, дей-
ствие которых на основные функции определяется по формуле

〈f, ϕ〉 =
∫ ∞

0
f(x)ϕ(x)x2ν+1dx, ν > −1/2, ϕ ∈

◦
WΩ

M (R),

ν — фиксированный параметр. Каждая локально интегрируемая четная на R функция f ,
удовлетворяющая условию

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀x ∈ R : |f(x)| ≤ cεe
M(εx), (A)

порождает регулярную обобщенную функцию Ff ∈ (
◦
WΩ

M (R))′:

〈Ff , ϕ〉 =
∫ ∞

0
f(x)ϕ(x)x2ν+1dx ∀ϕ ∈

◦
WΩ

M (R).

Теорема 1. Если локально интегрируемые четные на R функции f и g, удовлетворяющие
условию (A), не совпадают на множестве положительной меры Лебега, то существует

функция ϕ0 ∈
◦
WΩ

M (R) такая, что 〈f, ϕ0〉 �= 〈g, ϕ0〉, т. е. Ff �= Fg.
Обратно, если Ff �= Fg, то функции f и g не совпадают на множестве положительной

меры Лебега.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству соответствующей теоремы
из [4].
Эта теорема позволяет отождествлять локально интегрируемые функции, удовлетво-

ряющие условию (A), с порождаемыми ими обобщенными функциями из пространства

(
◦
WΩ

M (R))′. Из свойств интеграла Лебега следует, что вложение
◦
WΩ

M (R) 	 f −→ Ff ∈ ( ◦
WΩ

M (R)
)′

является непрерывным.

Так как в пространстве
◦
WΩ

M (R) определена операция обобщенного сдвига аргумента, то

свертку обобщенной функции f ∈ ( ◦
WΩ

M (R)
)′ с основной функцией определим по формуле

(f ∗ ϕ)(x) = 〈fξ, T
ξ
xϕ(x)〉 = 〈fξ, T

x
ξ ϕ(ξ)〉;

здесь fξ обозначает действие функционала f по переменной ξ; T
ξ
x — оператор обобщенного

сдвига аргумента, который отвечает оператору Бесселя [5]:

T ξ
xϕ(x) = bν

∫ π

0
ϕ
(√

x2 + ξ2 − 2xξ cosω
)
sin2ν ω dω, ϕ ∈

◦
WΩ

M (R),

bν = Γ(ν + 1)/(Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)), ν > −1/2.
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Если f ∈ ( ◦
WΩ

M (R)
)′ и f ∗ ϕ ∈

◦
WΩ

M (R) для любой основной функции ϕ ∈
◦
WΩ

M (R), то

функционал f называется свертывателем в пространстве
◦
WΩ

M (R).

В пространстве
◦
WΩ

M (R) определена и непрерывна операция преобразования Бесселя [6]:

ψ(σ) ≡ FB[ϕ](σ) :=
∫ ∞

0
ϕ(x)jν(σx)x2ν+1dx, ϕ ∈

◦
WΩ

M (R),

при этом

ϕ(x) ≡ F−1
B [ψ](x) := cν

∫ ∞

0
ψ(σ)jν(σx)σ2ν+1dσ,

где cν = (22νΓ2(ν + 1))−1, jν — нормированная функция Бесселя, ν > −1/2. Пространства

типа
◦
W (R) преобразованием Бесселя отображаются в пространства того же типа, а именно,

как доказано в [6], FB

[ ◦
WΩ

M (R)
]

=
◦
WΩ1

M1
(R) (здесь Ω1 и M1 — функции, двойственные по

Юнгу соответственно к функциям M и Ω ([3], с. 26)).

Так как FB[ϕ] ∈
◦
WΩ1

M1
(R), где ϕ ∈

◦
WΩ

M (R), то преобразование Бесселя обобщенной функ-

ции f ∈ (
◦
WΩ

M (R))′ определим формулой

〈FB[f ], ϕ〉 = 〈f, FB[ϕ]〉 ∀ϕ ∈
◦
WΩ1

M1
(R). (2)

Из (2), свойств линейности и непрерывности функционала f , а также преобразования Бес-
селя основных функций следует линейность и непрерывность функционала FB[f ] над про-

странством основных функций
◦
WΩ1

M1
(R). При этом, если обобщенная функция f ∈ (

◦
WΩ

M (R))′

— свертыватель в пространстве
◦
WΩ

M (R), то для произвольной функции ϕ ∈
◦
WΩ

M (R) имеет
место формула FB[f ∗ ϕ] = FB[f ]FB[ϕ] (доказательство см. в [1]).

2. Задача Коши

a) Предварительные сведения. Символом
0
P Ω

M обозначим класс целых четных функций

ϕ : C → C, являющихся мультипликаторами в пространстве
◦
WΩ

M и таких, что eϕ ∈
◦
WΩ

M .
Например, пусть ϕ(z) = P (z), z = x+ iy, — четный полином степени 2b, b ∈ N, над полем

комплексных чисел, удовлетворяющий условию

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b.

Очевидно, P — мультипликатор в пространстве
◦
WΩ

M . Кроме того,

|etP (x)| = eRe P (x) ≤ e−c|x|2b
, x ∈ R;

∃c1 > 0 ∀z = x+ iy ∈ C :
∣∣eP (z)

∣∣ ≤ e|P (z)| ≤ ec1|z|
2b
.

Тогда, воспользовавшись теоремами из ([7], с. 210), являющимися обобщениями теоремы
Фрагмена–Линделёфа, получим, что функция eP (z) в комплексной плоскости удовлетворяет
также неравенству ∣∣eP (z)

∣∣ ≤ c0e
−c2|x|2b+c3|y|2b

, c0 > 0, c2 > 0, c3 > 0,
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т. е. eP ∈
◦
WΩ

M , где M(x) = x2b, Ω(y) = y2b. Пространство
◦
WΩ

M с данными функциями M

и Ω совпадает с подпространством
0
S

1−1/2b
1/2b , состоящим из четных функций пространства

S
1−1/2b
1/2b ([7], с. 210).
Указанному условию удовлетворяет каждая целая четная функция ϕ, для которой

Reϕ(z) ≤ −M(ax) + Ω(by).

Пусть ϕ ∈ 0
P Ω

M , т. е.

∃c0, a, b > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |eϕ(z)| ≤ c0e
−M(ax)+Ω(by).

Тогда функция Q(t, z) := etϕ(z), t ∈ (0, T ], при фиксированном t ∈ (0, T ] как функция

аргумента z принадлежит пространству
◦
WΩ

M , так как

|etϕ(z)| = |eϕ(z)|t ≤ [
c0e

−M(ax)+Ω(by)
]t ≤ ce−tM(ax)+tΩ(by), (3)

где c = max{1, cT0 }. Пусть

G(t, σ) = F−1
B [Q(t, x)](σ) = cν

∫ ∞

0
etϕ(x)jν(σx)x2ν+1dx, t ∈ (0, T ], σ ∈ R.

Лемма 1. G(t, ·) ∈
◦
WΩ1

M1
при каждом фиксированном t ∈ (0, T ], где M1 — функция, двой-

ственная по Юнгу к Ω, а Ω1 — функция, двойственная по Юнгу к M ; при этом

∃b1 > b, ∃b2 ∈ (0, a) ∀k ∈ Z+ ∃dkν > 0 ∀t ∈ (0, T ] :

|Bk
ν,sG(t, σ + iτ)| ≤ dkνt

−(2k+ω+3/2) exp
{
− tM1

(
σ

b1t

)
+ tΩ1

(
τ

b2t

)}
,

{σ, τ} ⊂ R, s = σ + iτ, ν +
1
2
≡ p0 ∈ N, ω =

{
ν, если 0 < T ≤ 1;
0, если T > 1

(здесь a, b > 0 — постоянные из неравенства (3), Bν,s := d2

ds2 + 2ν+1
s

d
ds — оператор Бесселя,

действующий по переменной s ∈ C).

Доказательство. Из свойств преобразования Бесселя следует

Bk
νG(t, σ) = Bk

ν [cνFB[Q(t, x)](σ)] = cνB
k
νFB[Q(t, x)](σ) =

= cνFB[(−x2)kQ(t, x)](σ) = (−1)kcν

∫ ∞

0
etϕ(x)jν(σx)x2k+2ν+1dx

(здесь Bν — оператор Бесселя, действующий по действительной переменной x). Так как

функция ψ(x) = (−x2)kQ(t, x) ∈
◦
WΩ

M (R) (при каждом t ∈ (0, T ]), то функция FB[ψ](σ) =
FB[(−x2)kQ(t, x)](σ) = 1

cν
Bk

νG(t, σ) допускает аналитическое продолжение во всю комплекс-

ную плоскость и FB[ψ] ∈
◦
WΩ1

M1
. Следовательно, имеет место формула

γ(s) := Bk
ν,sG(t, σ + iτ) = (−1)kcν

∫ ∞

0
etϕ(x)jν((σ + iτ)x)x2k+2ν+1dx, s = σ + iτ ∈ C.

Далее воспользуемся следующим представлением функции Бесселя ([8], с. 15):

jν(s) = c̃νs
−ν{e−π(ν+1)i/2Kν(−is) + eπ(ν+1)i/2Kν(is)}, ν > −1

2
, s = σ + iτ, Im s �= 0,
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где Kν(s) определяется с помощью функции Ганкеля первого рода:

Kν(xz) =
√

π

2z
(ν + 1/2)−1xνe−xz

∫ ∞

0
e−xttν−

1
2

(
1 +

t

2z

)ν−1/2

dt, | arg z| < π, x > 0.

Следовательно,

γ(s) =
≈
c · s−ν

[ ∫ ∞

0
Ψ1(t, s, x)dx+

∫ ∞

0
Ψ2(t, s, x)dx

]
, (4)

где

Ψ1(t, s, x) = Q(t, x)x2k+ν+1e−π(ν+1)i/2Kν(−isx),
Ψ2(t, s, x) = Q(t, x)x2k+ν+1eπ(ν+1)i/2Kν(isx), Q(t, x) = etϕ(x).

В (4) от интегрирования вдоль действительной полуоси перейдем к интегрированию
вдоль полупрямой в комплексной плоскости, параллельной действительной полуоси. Для
этого отметим, что функции Ψ1(t, s, z), Ψ2(t, s, z) после доопределения по непрерывности в
точке z = 0 становятся непрерывными по z ∈ C и аналитическими в полуплоскости Im z > 0
(Im z < 0). Интеграл по z от Ψ1(t, s, z) вдоль замкнутого контура γ+

h (рис. 1) равен нулю.

Поэтому∫ N

0
Ψ1(t, s, x)dx = i

∫ h

0
Ψ1(t, s, iy)dy +

∫ N

0
Ψ1(t, s, x+ ih)dx− i

∫ h

0
Ψ1(t, s,N + iy)dy. (5)

Поскольку Q(t, z) удовлетворяет неравенству (3), а

|Kν(z)| ≤ c(1 + |z|ν)|z|−ν−1/2eRe z (6)

([8], c. 15), то третий интеграл в правой части (5) сходится к нулю при N → ∞ для любого h.
Устремив в (5) N к бесконечности, получим∫ ∞

0
Ψ1(t, s, x)dx = i

∫ h

0
Ψ1(t, s, iy)dy +

∫ ∞

0
Ψ1(t, s, x+ ih)dx. (7)

Свойства функции Ψ2 аналогичны свойствам функции Ψ1, поэтому, если для функции
Ψ2(t, s, x) взять контур интегрирования γ−h (рис. 2), то∫ ∞

0
Ψ2(t, s, x)dx = −i

∫ h

0
Ψ2(t, s,−iy)dy +

∫ ∞

0
Ψ2(t, s, x− ih)dx. (8)
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Поскольку Ψ2(t, s,−iy) = Ψ1(t, s, iy), то вследствие (7), (8) имеем

γ(s) =
≈
cs−ν

[ ∫ ∞

0
Ψ1(t, s, x+ ih)dx+

∫ ∞

0
Ψ2(t, s, x− ih)dx

]
≡

≡ J1(t, s) + J2(t, s), Im s �= 0, h > 0.

Оценим J1 c учетом (6) и (3):

|J1(t, s)| ≤ cetΩ(bh)−σh|s|−(2ν+1/2)

∫ ∞

0
e−tM(ax)+|τ |x(1 + |s|ν |x+ ih|ν)|x+ ih|2k+1/2dx.

Так как Ω1 — функция, двойственная по Юнгу к функции M , то

−tM(ax) +
t

2

(
ax

2|τ |
at

)
≤ −tM(ax) +

t

2

[
M(ax) + Ω1

(
2|τ |
at

)]
= − t

2
M(ax) +

t

2
Ω1

(
2|τ |
at

)
.

Тогда

|J1(t, s)| ≤ cetΩ(bh)−σh|s|−(2ν+1/2)e
t
2
Ω1

(
2|τ |
at

)
×

×
∫ ∞

0
e−

t
2
M(ax)

(|x+ ih|2k+1/2 + |s|ν |x+ ih|2k+ν+1/2
)
dx.

Введем обозначения:

Φ1(t, h) =
∫ ∞

0
e−

t
2
M(ax)|x+ ih|2k+ν+1/2dx, Φ2(t, h) =

∫ ∞

0
e−

t
2
M(ax)|x+ ih|2k+1/2dx.

Поскольку
|x+ ih|2k+ν+1/2 ≤ (

√
2)2k+ν+1/2(x2k+ν+1/2 + h2k+ν+1/2),

то

Φ1(t, h) ≤ (
√

2)2k+ν+1/2

[ ∫ ∞

0
e−

t
2
M(ax)x2k+ν+1/2dx+ h2k+ν+1/2

∫ ∞

0
e−

t
2
M(ax)dx

]
.

Функция M(ax) возрастает на [0,+∞) быстрее любой линейной функции, т. е. M(ax) ≥
c0ax, c0 > 0. Тогда∫ ∞

0
e−

t
2
M(ax)x2k+ν+1/2dx ≤

∫ ∞

0
e−tc′0xx2k+ν+1/2dx ≤ c′kνt

−(2k+ν+3/2) ≤ c′kνt
−(2k+ν+3/2)etΩ(bh).

Кроме того,

h2k+ν+1/2 = (bt)−(2k+ν+1/2)(bth)2k+ν+1/2 ≤ (bt)−(2k+ν+1/2)(2k + ν + 1/2)!etbh ≤
≤ c′′kνt

−(2k+ν+1/2)etΩ(bh),

т. е.

h2k+ν+1/2

∫ ∞

0
e−

t
2
M(ax)dx ≤ c′′kνt

−(2k+ν+1/2)etΩ(bh)

∫ ∞

0
e−tc′0xdx = βkνt

−(2k+ν+3/2)etΩ(bh).

Следовательно,
Φ1(t, h) ≤ β′kνt

−(2k+ν+3/2)etΩ(bh).

Аналогично получаем
Φ2(t, h) ≤ β′′kνt

−(2k+3/2)etΩ(bh).

Таким образом, для t ∈ (0, T ] имеет место оценка

|J1(t, s)| ≤ αkνe
2tΩ(bh)−σh+ t

2
Ω1

(
2|τ |
at

)
(1 + |s|ν)|s|−(2ν+1/2)t−(2k+ω+3/2).
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Поскольку M1 — функция, двойственная по Юнгу к функции Ω, то, считая σ > 0, под-
берем величину h так, чтобы неравенство Юнга для указанных функций превратилось в
равенство вида

σh = 2t
(
σ

2tb
· bh

)
= 2t

(
M1

(
σ

2tb
+ Ω(bh)

))
.

Тогда

2tΩ(bh) − σh = −2tM1

(
σ

tb1

)
, b1 = 2b > b.

Следовательно,

|J1(t, s)| ≤ αkνt
−(2k+ν+3/2)e

−2tM1

(
σ

tb1

)
+tΩ1

(
τ

ta1

)
(1 + |s|ν)|s|−(2ν+1/2),

где a1 = a
2 < a. Предположим, что σ ≥ b1, |τ | ≥ a1. Тогда |s|−(2ν+1/2) ≤ 1. Оценим теперь

выражение

∆ := exp
{
− 2tM1

(
σ

tb1

)
+ tΩ1

(
τ

ta1

)}
(1 + |s|ν).

При указанных ограничениях на σ, τ имеем

|τ |ν = aν
1

( |τ |
a1

)ν

≤ aν
1

( |τ |
a1

)[ν]+1

≤ aν
1([ν] + 1)!e

|τ |
a1 ≤ aν

1([ν] + 1)!etΩ1

(
τ

ta1

)
.

Аналогично устанавливаем, что

σν ≤ bν1([ν] + 1)! exp
{
tΩ1

(
σ

tb1

)}
.

Поскольку (1 + |s|ν) ≤ ω0(σν + |τ |ν), σ ≥ b1, |τ | ≥ a1, то

∆ ≤ ([ν] + 1)!ω0

[
aν

1e
−2tM1

(
σ

tb1

)
+2tΩ1

(
τ

ta1

)
+ bν1e

−tM1

(
σ

tb1

)
+tΩ1

(
τ

ta1

)]
≤

≤ γνe
−tM1

(
σ

tb1

)
+2tΩ1

(
τ

ta1

)
≤ γνe

−tM1

(
σ

tb1

)
+tΩ1

(
2τ
ta1

)
,

γν = ω0(aν
1 + bν1)([ν] + 1)!.

Таким образом, для σ ≥ b1, |τ | ≥ a1 выполняется неравенство

|J1(t, s)| ≤ d′kνt
−(2k+ν+3/2)e

−tM1

(
σ

tb1

)
+tΩ1

(
τ

tb2

)
, b2 =

a1

2
.

Аналогично оцениваем |J2(t, s)|. Итак, для σ, τ : σ ≥ b1, |τ | ≥ a2

|γ(s)| ≤ d′′kνt
−(2k+ν+3/2)e

−tM1

(
σ

tb1

)
+tΩ1

(
τ

tb2

)
, t ∈ (0, T ∗]. (9)

Поскольку Bk
ν,sG(t, σ + iτ) — непрерывная функция аргумента σ + iτ , то существует

dk,ν > 1 такое, что оценка (9) выполняется для всех σ + iτ ∈ C. �

Лемма 2. Функция G(t, ·), t ∈ (0, T ], как абстрактная функция параметра t со значениями

в пространстве
◦
WΩ1

M1
, дифференцируема по t.

Доказательство леммы использует свойство непрерывности преобразования Бесселя (пря-

мого и обратного) в пространствах типа
◦
W , благодаря которому достаточно установить, что
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функция FB[G(t, ·)] = etϕ(·), как абстрактная функция параметра t со значениями в про-

странстве FB[
◦
WΩ1

M1
] =

◦
WΩ

M , дифференцируема по t, т. е. предельное соотношение

1
∆t

[exp {(t+ ∆t)ϕ(z)} − exp{tϕ(z)}] −→ ϕ(z) exp{tϕ(z)}, ∆t→ 0,

выполняется в пространстве
◦
WΩ

M (отметим, что при доказательстве последнего соотноше-
ния существенно используется свойство выпуклости функций M и Ω).

Следствие. Имеет место формула
∂

∂t
(f ∗G)(t, ·) =

(
f ∗ ∂

∂t
G

)
(t, ·) ∀f ∈ ( ◦

WΩ1
M1

(R)
)′
, t ∈ (0, T ].

Лемма 3. Пусть обобщенная функция f ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′ — свертыватель в пространстве
◦
WΩ1

M1
(R),

ω(t, x) := (f ∗G)(t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ R.

Тогда предельное соотношение ω(t, ·) → f , t→ +0, выполняется в пространстве
( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′.
Доказательство. Из свойств непрерывности преобразования Бесселя в пространствах ти-

па
◦
W и (

◦
W )′ следует, что для доказательства утверждения достаточно установить, что

предельное соотношение
FB[ω](t, ·) → FB[f ], t→ +0, (10)

выполняется в пространстве FB

[( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′] =
( ◦
WΩ

M (R)
)′. Так как f — свертыватель в

пространстве
◦
WΩ1

M1
(R), то имеет место формула

FB[ω(t, ·)] = FB[(f ∗G)(t, ·)] = FB[f ]FB[G] = etϕ(·)FB[f ],

причем FB[f ] — мультипликатор в пространстве
◦
WΩ

M (R). Следовательно, (10) эквивалентно

предельному соотношению etϕ(·) → 1, t→ +0, в пространстве
( ◦
WΩ

M (R)
)′, т. е.

〈etϕ(·), ψ〉 =
∫ ∞

0
etϕ(σ)ψ(σ)σ2ν+1dσ −−−→

t→+0
〈1, ψ〉 =

∫ ∞

0
ψ(σ)σ2ν+1dσ ∀ψ ∈

◦
WΩ

M (R). (11)

Соотношение (11) является следствием теоремы Лебега о предельном переходе под знаком
интеграла. �
б) Оператор, сопряженный к оператору Бесселя бесконечного порядка. Пусть ϕ(z) =

∞∑
n=0

c2nz
2n — целая четная функция, являющаяся мультипликатором в пространстве

◦
WΩ

M ,

ϕ(Bν,z) =
∞∑

n=0
c2n(−Bν,z)n — оператор Бесселя бесконечного порядка, построенный по функ-

ции ϕ и действующий в пространстве
◦
WΩ

M . Как доказано в [1], оператор ϕ(Bν,z) непре-

рывен в
◦
WΩ1

M1
. Символом Aϕ обозначим сужение оператора ϕ(Bν,z) на

◦
WΩ1

M1
(R), при этом

(Aϕψ)(x) = F−1
B [ϕ(ξ)FB[ψ](ξ)](x), {x, ξ} ⊂ R. Из сказанного выше следует

|(Aϕψ)(x)| ≤ cϕ ∀ψ ∈
◦
WΩ1

M1
(R), ∀x ∈ R, (12)

где постоянная cϕ не зависит от x.
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Из линейности и непрерывности оператора Aϕ вытекает линейность и непрерывность

сопряженного оператора A∗
ϕ, действующего в пространстве

( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′ по формуле
〈A∗

ϕg, ψ〉 = 〈g,Aϕψ〉, g ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
, ψ ∈

◦
WΩ1

M1
(R). (13)

Выясним, какой вид имеет сужение оператора A∗
ϕ на пространство

◦
WΩ1

M1
(R) ⊂ (

◦
WΩ1

M1
(R))′,

т. е. в (13) считаем {g, ϕ} ⊂
◦
WΩ1

M1
(R). На основании (12) утверждаем, что интеграл

∞∫
0

g(x)(Aϕψ)x2ν+1(x)dx является абсолютно сходящимся для произвольной основной функ-

ции g ∈
◦
WΩ1

M1
(R). Поэтому вследствие теоремы Фубини имеют место преобразования

〈g,Aϕψ〉 =
∫ ∞

0
g(x)(Aϕψ)(x)x2ν+1dx =

= cν

∫ ∞

0
g(x)

( ∫ ∞

0
ϕ(ξ)FB[ψ](ξ)jν(xξ)ξ2ν+1dξ

)
x2ν+1dx =

= cν

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ϕ(ξ)g(x)jν(xξ)x2ν+1FB[ψ](ξ)ξ2ν+1dx dξ =

=
∫ ∞

0
ϕ(ξ)F−1

B [g](ξ)FB[ψ](ξ)ξ2ν+1dξ =

=
∫ ∞

0
ϕ(ξ)F−1

B [g](ξ)
( ∫ ∞

0
ψ(x)jν(xξ)x2ν+1dx

)
ξ2ν+1dξ =

=
∫ ∞

0
ψ(x)

( ∫ ∞

0
ϕ(ξ)F−1

B [g](ξ)jν(xξ)ξ2ν+1dξ

)
x2ν+1dx =

=
∫ ∞

0
ψ(x)FB[ϕ(ξ)F−1

B [g](ξ)](x)x2ν+1dx ≡

≡
∫ ∞

0
(A∗

ϕg)(x)ψ(x)dx = 〈A∗
ϕg, ψ〉, {g, ψ} ⊂

◦
WΩ1

M1
(R).

Следовательно,

∀g ∈
◦
WΩ1

M1
(R) A∗

ϕg = FB[ϕ · F−1
B [g]].

в) Основные результаты. Пусть ϕ ∈ 0
P Ω

M , Aϕ — оператор Бесселя бесконечного порядка,
построенный по функции ϕ. Рассмотрим уравнение

∂u

∂t
= Aϕu, (t, x) ∈ (0, T ] × (0,∞) ≡ Ω+. (14)

Под решением уравнения (14) будем понимать функцию u : (0, T ] 	 t→ u(t, ·) ∈
◦
WΩ1

M1
(R),

дифференцируемую по t и удовлетворяющую уравнению (14).

Символом
( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗ обозначим совокупность всех свертывателей в пространстве◦

WΩ1
M1

(R). Таким образом, если f ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗, то ω(t, ·) = (f ∗ G)(t, ·) ∈

◦
WΩ1

M1
(R) при

каждом t ∈ (0, T ]. Из свойств функции G(t, ·) как абстрактной функции параметра t со
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значениями в пространстве
◦
WΩ1

M1
(R) (см. следствие) вытекает

∂

∂t
(f ∗G)(t, ·) =

(
f ∗ ∂

∂t
G

)
(t, ·).

Кроме того,
Aϕω(t, x) = F−1

B [ϕ(σ)FB[(f ∗G)(t, x)](σ)](x).

Так как f — свертыватель в пространстве
◦
WΩ1

M1
(R), то

FB[(f ∗G)(t, x)](σ) = FB[f ]FB[G(t, x)](σ) = FB[f ]etϕ(σ).

Следовательно,

Aϕω(t, x) = F−1
B [ϕ(σ)etϕ(σ)FB[f ](σ)](x) = F−1

B

[
∂

∂t
etϕ(σ)FB[f ](σ)

]
(x) =

= F−1
B

[
FB

[
∂

∂t
G(t, x)

]
(σ)FB[f ](σ)

]
(x) =

= F−1
B

[
FB

[(
f ∗ ∂

∂t
G

)
(t, x)

]
(σ)

]
(x) =

(
f ∗ ∂

∂t
G

)
(t, x).

Таким образом, функция ω(t, x), (t, x) ∈ Ω+, удовлетворяет уравнению (14) в обычном
смысле. Лемма 3 позволяет ставить задачу Коши для уравнения (14) следующим образом.
Зададим для (14) начальное условие

u(t, ·)|t=0 = f, (15)

где f ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′. Под решением задачи Коши (14), (15) будем понимать решение урав-
нения (14), удовлетворяющее начальному условию (15), а именно: u(t, ·) → f при t → +0

в пространстве
( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′.
Теорема 2. Задача Коши (14), (15) корректно разрешима в классе обобщенных функций( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗; при этом решение имеет вид

u(t, x) = (f ∗G)(t, x), f ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗, (t, x) ∈ Ω+.

Доказательство. Достаточно доказать только свойство единственности решения задачи
Коши (14), (15). Для установления единственности решения задачи (14), (15) рассмотрим
задачу Коши

∂v

∂t
= −A∗

ϕv, (t, x) ∈ (0, t0] × (0,∞) ≡ Ω′
+, (16)

v|t=t0 = f, f ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗, 0 < t ≤ t0 ≤ T, (17)

где A∗
ϕ — сужение сопряженного оператора к оператору Aϕ на пространство

◦
WΩ1

M1
(R) ⊂( ◦

WΩ1
M1

(R)
)′. Условие (17) понимается в слабом смысле. Задачу (16), (17) далее будем назы-

вать сопряженной к задаче (14), (15).
Рассмотрим функцию G∗(t0 − t, x) = FB[e(t0−t)ϕ(σ)](x). Аналогично тому, как это было

сделано в случае задачи Коши (14), (15), доказываем, что G∗(t − t0, x), как абстрактная
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функция параметра t со значениями в пространстве
◦
WΩ1

M1
(R), дифференцируема по t (0 <

t < t0 ≤ T ); решение задачи (16), (17) дается формулой

v(t, x) = (f ∗G∗)(t0 − t, x), (t, x) ∈ Ω′
+,

при этом v(t, ·) ∈
◦
WΩ1

M1
(R) для каждого t, 0 < t < t0 ≤ T .

ПустьQt
t0 :

( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗ →

◦
WΩ1

M1
(R)— оператор, сопоставляющий элементу f ∈ ( ◦

WΩ1
M1

(R)
)′
∗

решение v(t, ·) ∈
◦
WΩ1

M1
(R) задачи (16), (17):

∀f ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗ Qt

t0f = (f ∗G∗)(t0 − t, x) ≡ v(t, x),

v(t, ·) ∈
◦
WΩ1

M1
(R), (t, x) ∈ Ω′

+.

Оператор Qt
t0 — линейный и непрерывный, поскольку такими свойствами обладает опера-

ция свертки. Он определен для произвольных t и t0 таких, что 0 < t < t0 ≤ T , причем

∀f ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗
dQt

t0f

dt
= −A∗

ϕQ
t
t0f, lim

t→t0
Qt

t0f = f

(здесь рассматривается слабый предел).
Возьмем теперь решение u(t, x), (t, x) ∈ Ω+, задачи Коши (14), (15), которое будем пони-

мать как функционал из пространства
( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′ ⊃ ◦
WΩ1

M1
(R). Докажем, что задача Коши

(14), (15) может иметь в пространстве
( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′ единственное решение. Для этого доста-
точно доказать, что единственным решением уравнения (14) при нулевом начальном усло-
вии может быть только функционал u(t, x) = 0 (так как u непрерывно зависит от начальной

функции f ∈ ( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗ вследствие непрерывности операции свертки). Зафиксируем про-

извольно t0, 0 < t0 ≤ T , и применим функционал u(t, x) к функции Qt
t0ψ, 0 < t ≤ t0 ≤ T , где

ψ — произвольный функционал пространства
( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗. Дифференцируя по t и используя

уравнения (14) и (16), имеем

∂

∂t
〈u(t, x), Qt

t0ψ〉 =
〈∂u
∂t
,Qt

t0ψ
〉

+
〈
u,
∂Qt

t0ψ

∂t

〉
= 〈Aϕu,Q

t
t0ψ〉 − 〈u,A∗

ϕQ
t
t0ψ〉 =

= 〈Aϕu,Q
t
t0ψ〉 − 〈Aϕu,Q

t
t0ψ〉 = 0, ψ ∈ ( ◦

WΩ1
M1

(R)
)′
∗.

Отсюда вытекает, что 〈u(t, x), Qt
t0ψ〉 — постоянная величина. Используя начальное усло-

вие u|t=0 = 0 находим, что эта величина при всех t, 0 < t < t0, равна нулю. В частности, при
t→ t0 (в слабом понимании предела) получаем 〈u(t0, x), ψ〉 = 0. Так как ψ — произвольный

элемент пространства
( ◦
WΩ1

M1
(R)

)′
∗, а

◦
WΩ1

M1
(R) ⊂ ( ◦

WΩ1
M1

(R)
)′
∗, то 〈u(t0, x), ψ〉 = 0 для всех ψ

из пространства
◦
WΩ1

M1
(R). Поэтому u(t0, x) — нулевой функционал. Поскольку t0 выбрано

произвольно между 0 и T (включая случай t0 = T ), то u(t, x) ≡ 0 для всех t ∈ (0, T ]. �

Отметим, что теорему 2 можно сформулировать следующим образом.

Если преобразование Бесселя начальной функции для уравнения (14) является мульти-

пликатором в пространстве
◦
WΩ

M (R), то задача Коши (14), (15) корректно разрешима и
ее решение имеет вид u(t, x) = (f ∗G)(t, x), (t, x) ∈ Ω+.
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Действительно, если FB[f ] — мультипликатор в пространстве
◦
WΩ

M (R), то обобщенная

функция f — свертыватель в пространстве
◦
WΩ1

M1
(R). Следовательно, имеет место утвер-

ждение теоремы 2.

Замечание. Полученные здесь результаты имеют место и в n-мерном случае, а также
для: 1) эволюционных уравнений с оператором, действующим по одной группе независимых
переменных как оператор дифференцирования бесконечного порядка, а по другой группе
переменных — как оператор Бесселя бесконечного порядка; 2) сингулярных эволюционных
уравнений бесконечного порядка, содержащих оператор дробного дифференцирования по
временной переменной.
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