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� â¥®à¨¨  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ ¢ ¦®© § ¤ ç¥© ï¢«ï¥âáï ¨§ãç¥¨¥ á¢ï§¥© ¬¥¦¤ã  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯®©
¨ ¥¥ £àã¯¯®© í¤®¬®àä¨§¬®¢. �®§¨ª ¥â ¢®¯à®á, ¯à¨ ª ª¨å ãá«®¢¨ïå  ¡¥«¥¢  £àã¯¯  ¨ ¥¥ £àã¯¯ 
í¤®¬®àä¨§¬®¢ ¨§®¬®àäë ([1], ¯à®¡«¥¬  31). �â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ¯®«ãç¥ ¢ ª« áá å ¢¯®«¥
à §«®¦¨¬ëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ [2], ¢¥ªâ®àëå £àã¯¯ [3], ¢ ª« áá å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯,
¤¥«¨¬ëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯, ¥à¥¤ãæ¨à®¢ ëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯, à¥¤ãæ¨à®¢ ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨
ª®¬¯ ªâëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ [4].

�àã¯¯ã A ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì E+-£àã¯¯®©, ¥á«¨ ®  ¨§®¬®àä  á¢®¥© £àã¯¯¥ í¤®¬®àä¨§¬®¢
End(A).

�á®, çâ® ¥á«¨  ¡¥«¥¢  £àã¯¯ A ï¢«ï¥âáïE+-£àã¯¯®©, â® ¨ ¥¥ £àã¯¯  í¤®¬®àä¨§¬®¢ End(A)
â®¦¥ ï¢«ï¥âáïE+-£àã¯¯®©. � ¤ ®© áâ âì¥ ¯®ª § ®, çâ® ®¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¥ ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â
¬¥áâ®.

�àã¯¯ã A  §®¢¥¬ End-£àã¯¯®©, ¥á«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨¬¯«¨ª æ¨ï

End(End(A)) �= End(A)) End(A) �= A:

�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® A ï¢«ï¥âáï End-£àã¯¯®©, ¥á«¨ ¨§ â®£®, çâ® End(A) ¥áâì E+-
£àã¯¯ , á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ A ï¢«ï¥âáï E+-£àã¯¯®©.

� ¤ ®© à ¡®â¥  ©¤¥ë End-£àã¯¯ë ¢ ª« áá¥ ¢¯®«¥ à §«®¦¨¬ëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ ¡¥§
ªàãç¥¨ï.

�«ï ¯à®áâ®âë ¨§«®¦¥¨ï ®¯à¥¤¥«¨¬ ¥ª®â®àë¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ à ¡®â¥ ¯®ïâ¨ï ¨ ®¡®§ ç¥-
¨ï: N | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥«, @0 |  ¨¬¥ìè¨© ¡¥áª®¥çë© ª à¤¨ «, r(A)
| à £ £àã¯¯ë A, �(A) | â¨¯ £àã¯¯ë ¡¥§ ªàãç¥¨ï A à £  1.

�¨¯ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¨¤¥¬¯®â¥âë¬, ¥á«¨ ® á®¤¥à¦¨â å à ªâ¥à¨áâ¨ªã, á®áâ®ïéãî â®«ìª®
¨§ ã«¥© ¨ á¨¬¢®«®¢ 1.

�ãáâì P1(�) | ¬®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥«, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¨¬¢®« ¬ 1 ¢ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¥
â¨¯  � . �®¢®àïâ, çâ® â¨¯ë �1 ¨ �2 áà ¢¨¬ë ¯® 1, ¥á«¨ P1(�1) � P1(�2) ¨«¨ P1(�2) � P1(�1).

�®¤ à §®áâìî å à ªâ¥à¨áâ¨ª � = (: : : ; �n; : : : ) ¨ � = (: : : ; �n; : : : ) â ª¨å, çâ® � � �, ¡ã¤¥¬
¯®¨¬ âì å à ªâ¥à¨áâ¨ªã  = (: : : ; n; : : : ), ¢ ª®â®à®© n = �n � �n ¤«ï «î¡®£® n ¨§ N, £¤¥
�n��n =1, ¥á«¨ �n =1. �¨¯, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¥ ,  §®¢¥¬ à §®áâìî â¨¯®¢,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬ � ¨ �.

�áâ «ìë¥ ®¡®§ ç¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîâ [1] ¨«¨ ¢¢®¤ïâáï ¯® å®¤ã ¨§«®¦¥¨ï. �á¥ £àã¯¯ë,
à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¢ à ¡®â¥,  ¡¥«¥¢ë.

�«¥¤ãîé¨¥ ¨§¢¥áâë¥ ä ªâë ¡ã¤ãâ ç áâ® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¤ «ì¥©è¥¬.

�¥¬¬  1 ([2], á. 78). �àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï à £  1 ¨§®¬®àä  á¢®¥© £àã¯¯¥ í¤®¬®àä¨§¬®¢

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ¨¤¥¬¯®â¥â®£® â¨¯ .

�¥¬¬  2 (á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ [2], á. 78, â¥®à¥¬  2, ¨ [2], á. 81, â¥®à¥¬  3). �á«¨ A = �
i2I

Ai | ¢¯®«-

¥ à §«®¦¨¬ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï, £¤¥ r(Ai) = 1, â® £àã¯¯ë A ¨ End(A) ¨§®¬®àäë ¢ â®¬ ¨

â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢ë¯®«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï :
1) £àã¯¯  A ª®¥ç®£® à £ ;
2) â¨¯ë �(Ai) ¨ �(Aj) ¥áà ¢¨¬ë, ¥á«¨ i 6= j (i; j 2 I);
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3) ¤«ï «î¡®£® i 2 I â¨¯ �(Ai) ¨¤¥¬¯®â¥âë©.

�¥¬¬  3 ([3], á. 73). �á«¨ A =
Q
i2I

Ai | ¢¥ªâ®à ï £àã¯¯ , £¤¥ r(Ai) = 1, â® £àã¯¯ë A ¨

End(A) ¨§®¬®àäë ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢ë¯®«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï :
1) â¨¯ë �(Ai) ¨ �(Aj) ¥áà ¢¨¬ë, ¥á«¨ i 6= j (i; j 2 I);
2) ¤«ï «î¡®£® i 2 I â¨¯ �(Ai) ¨¤¥¬¯®â¥âë©.

�¥®à¥¬  1. �àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï à £  1 ï¢«ï¥âáï End-£àã¯¯®© ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ã-

ç ¥, ª®£¤  ¥¥ â¨¯ ¨¤¥¬¯®â¥âë©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì � | £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï à £  1. � íâ®¬ á«ãç ¥ £àã¯¯  End(A)
â®¦¥ ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ¡¥§ ªàãç¥¨ï à £  1 ([1], á. 213), ¯à¨ç¥¬ â¨¯ £àã¯¯ë End(A) ¨¤¥¬¯®-
â¥âë©, â. ª. �(End(A)) = �(A)��(A) ([5], á. 21). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1 £àã¯¯ë End(A)
¨ End(End(A)) ¨§®¬®àäë ¤«ï «î¡®© £àã¯¯ë � ¡¥§ ªàãç¥¨ï à £  1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï â®£®
çâ®¡ë ¨ £àã¯¯  � ¡ë«  End-£àã¯¯®©, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® («¥¬¬  1), çâ®¡ë £àã¯¯  � ¡ë« 
¨¤¥¬¯®â¥â®£® â¨¯ .

�¥®à¥¬  2. �¯®«¥ à §«®¦¨¬ ï £àã¯¯  A ¡¥§ ªàãç¥¨ï ª®¥ç®£® à £  (à £  ¡®«ìè¥ 1)
ï¢«ï¥âáï End-£àã¯¯®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

1) «¨¡® A ¥áâì E+-£àã¯¯ ;
2) «¨¡® áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤  ¯ à  ¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå à £  1, â¨¯ë ª®â®àëå áà ¢¨¬ë;
3) «¨¡® áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤  ¯ à  ¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå à £  1, â¨¯ë ª®â®àëå áà ¢¨¬ë

¯® 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A = �
i2I

Ai | ¢¯®«¥ à §«®¦¨¬ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï, £¤¥ r(Ai) =

1, jIj < @0. �¬¥¥¬

End(A) �= �
i2I
(�
j2I

Hom(Ai; Aj)) = �
i2I
(�
j2I

Hij)

| ¢¯®«¥ à §«®¦¨¬ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï ª®¥ç®£® à £  (§¤¥áì ç¥à¥§ Hij ®¡®§ ç¥  £àã¯¯ 
Hom(Ai; Aj)).

�á«¨ A| E+-£àã¯¯ , â®, ®ç¥¢¨¤®, End(A) | â®¦¥ E+-£àã¯¯ ,   ¯®íâ®¬ã £àã¯¯  A ï¢«ï¥âáï
End-£àã¯¯®©.

�á«¨ A ¥ ï¢«ï¥âáï E+-£àã¯¯®©, â® ¯® «¥¬¬¥ 2 ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ª ª®¥-¨¡ã¤ì ¨§ ãá«®¢¨© |
«¨¡® 2), «¨¡® 3). � ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë £àã¯¯  A ¡ë«  End-£àã¯¯®©, ¥®¡å®¤¨¬® ¨
¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë £àã¯¯  End(A) ¥ ï¢«ï« áì E+-£àã¯¯®©.

�ãáâì ¤«ï £àã¯¯ë A ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ¢â®à®¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë 2, â. ¥. ¢ ¯àï¬®¬ à §«®¦¥¨¨
A = �

i2I
Ai áãé¥áâ¢ã¥â ¯ à  ¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå Ak ¨ Al à £  1, â¨¯ë ª®â®àëå áà ¢¨¬ë,  ¯à¨-

¬¥à, �(Ak) � �(Al). � íâ®¬ á«ãç ¥ £àã¯¯  Hkl ®â«¨ç  ®â ã«ï,   â¨¯ �(Hkl) = �(Hom(Ak; Al)) =
�(Al) � �(Ak) � �(Ak) � �(Ak) = �(Hkk). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯àï¬®¬ à §«®¦¥¨¨ £àã¯¯ë End(A)
¥áâì ¤¢¥ £àã¯¯ë à £  1, â¨¯ë ª®â®àëå áà ¢¨¬ë. �®íâ®¬ã ¯® «¥¬¬¥ 2 £àã¯¯  End(A) ¥ ï¢«ï-
¥âáï E+-£àã¯¯®©, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, A | End-£àã¯¯ .

�ãáâì â¥¯¥àì ¤«ï £àã¯¯ë A ¢â®à®¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë 2 ¢ë¯®«¥®,   âà¥âì¥ | ¥â. �âáî¤ ,
¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ k 6= l, â® Hkl = 0. �¥¯¥àì à §«®¦¥¨¥ £àã¯¯ë End(A) ¬®¦®
§ ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ End(A) �= �

i2I
Hii. �ç¥¢¨¤®, ¤«ï «î¡®© £àã¯¯ë Ai â¨¯ �(Hii) = �(End(Ai)) =

�(Ai)��(Ai) ¨¤¥¬¯®â¥âë©. �®íâ®¬ã ¯® «¥¬¬¥ 2 £àã¯¯  End(A) ¥ ï¢«ï¥âáï E+-£àã¯¯®© ¢ â®¬
¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢ ¥¥ ¯àï¬®¬ à §«®¦¥¨¨  ©¤ãâáï ¤¢¥ £àã¯¯ë Hkk ¨ Hll à £  1,
â¨¯ë ª®â®àëå áà ¢¨¬ë. �ç¨âë¢ ï, çâ® â¨¯ë �(Hkk) = �(Ak) � �(Ak) ¨ �(Hll) = �(Al) � �(Al)
¨¤¥¬¯®â¥âë¥ ¨ â®, çâ® â¨¯ë �(Ak) ¨ �(Al) ¥áà ¢¨¬ë, ¥ ã¬ «ïï ®¡é®áâ¨, § ª«îç ¥¬, çâ®
�(Hkk) � �(Hll) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  â¨¯ë �(Ak) ¨ �(Al) áà ¢¨¬ë ¯® 1.

�ã¤¥¬ â¥¯¥àì à áá¬ âà¨¢ âì ¢¯®«¥ à §«®¦¨¬ë¥ £àã¯¯ë ¡¥§ ªàãç¥¨ï ¡¥áª®¥ç®£® à £ .
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�¥®à¥¬  3. �¯®«¥ à §«®¦¨¬ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï ¡¥áª®¥ç®£® à £ , â¨¯ë ¢á¥å ¯àï-

¬ëå á« £ ¥¬ëå à £  1 ª®â®à®© ¯®¯ à® ¥áà ¢¨¬ë, ï¢«ï¥âáï End-£àã¯¯®© â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ã ¥¥ áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤  ¯ à  ¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå à £  1, â¨¯ë ª®â®àëå

áà ¢¨¬ë ¯® 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A = �
i2I

Ai | ¢¯®«¥ à §«®¦¨¬ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï, £¤¥ r(Ai)=1,

jIj > @0. �¬¥¥¬ ([1], á. 214) End(A) �=
Q
i2I

�
j2I

Hom(Ai; Aj). � ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë ¤«ï «î¡ëå

i; j 2 I (i 6= j) â¨¯ë �(Ai) ¨ �(Aj) ¥áà ¢¨¬ë, â® ¯®«ãç¨¬, çâ® £àã¯¯  Hom(Ai; Aj) = 0. �¥¯¥àì
à §«®¦¥¨¥ £àã¯¯ë End(A) ¯à¨¬¥â ¢¨¤ End(A) �=

Q
i2I

End(Ai). � â®£¤  End(A) | ¢¥ªâ®à ï

£àã¯¯ .
� ª ª ª £àã¯¯  A | ¢¯®«¥ à §«®¦¨¬ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï ¡¥áª®¥ç®£® à £ , â® ¯®

«¥¬¬¥ 2 ®  ¥ ï¢«ï¥âáï E+-£àã¯¯®©,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, çâ®¡ë £àã¯¯  A ¡ë«  End-£àã¯¯®©,
¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë £àã¯¯  End(A) â®¦¥ ¥ ï¢«ï« áì E+-£àã¯¯®©. � á¢®î ®ç¥à¥¤ì,
íâ® ¢ë¯®«ï¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï £àã¯¯ë End(A)  àãè¥® ª ª®¥-¨¡ã¤ì ¨§
ãá«®¢¨© «¥¬¬ë 3.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢â®à®¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë 3 ¢ë¯®«¥® ¤«ï «î¡®© £àã¯¯ë Ai. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, â¨¯
�(End(Ai)) = �(Ai)� �(Ai) ¨¤¥¬¯®â¥â¥ ¤«ï «î¡®© £àã¯¯ë Ai.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, £àã¯¯  A ï¢«ï¥âáï End-£àã¯¯®© â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¤«ï £àã¯-
¯ë End(A) ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ¢â®à®¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë 3, â. ¥. ¢ ¥¥ ¯àï¬®¬ à §«®¦¥¨¨  ©¤ãâ-
áï ¤¢¥ £àã¯¯ë End(Ak) ¨ End(Al) à £  1, â¨¯ë ª®â®àëå áà ¢¨¬ë. �ç¨âë¢ ï, çâ® â¨¯ë
�(End(Ak)) = �(Ak)� �(Ak) ¨ �(End(Al)) = �(Al)� �(Al) ¨¤¥¬¯®â¥âë¥ ¨ â®, çâ® â¨¯ë �(Ak) ¨
�(Al) ¥áà ¢¨¬ë, ¥ ã¬ «ïï ®¡é®áâ¨, § ª«îç ¥¬, çâ® �(End(Ak)) � �(End(Al)) â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  â¨¯ë �(Ak) ¨ �(Al) áà ¢¨¬ë ¯® 1.

�¥®à¥¬  4. �á«¨ ã ¢¯®«¥ à §«®¦¨¬®© £àã¯¯ë ¡¥áª®¥ç®£® à £  áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë

¯ à  ¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå à £  1 á® áà ¢¨¬ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¨ ¬®¦¥áâ¢® â ª¨å ¯ à ¯àï¬ëå á« -

£ ¥¬ëå ª®¥ç®, â® íâ  £àã¯¯  ï¢«ï¥âáï End-£àã¯¯®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì £àã¯¯  A = �
i2I

Ai, £¤¥ r(Ai) = 1, jIj > @0, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬

â¥®à¥¬ë. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯® «¥¬¬¥ 2 A ¥ ï¢«ï¥âáï E+-£àã¯¯®©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï â®£® çâ®¡ë
£àã¯¯  A ¡ë«  End-£àã¯¯®©, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë £àã¯¯  End(A) â®¦¥ ¥ ï¢«ï« áì
E+-£àã¯¯®©.

�ãáâì I 0 = fi 2 I j 8j 2 I (j 6= i), â¨¯ë �(Ai) ¨ �(Aj) ¥áà ¢¨¬ëg,   I 00 = fi 2 I j 9j 2 I

(j 6= i), â¨¯ë �(Ai) ¨ �(Aj) áà ¢¨¬ëg. �® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë ¬®¦¥áâ¢® I 00 ¥¯ãáâ®¥ ¨ ª®¥ç®¥.
� ¬¥â¨¬, çâ® Hom(Ai; Aj) = 0, ¥á«¨ i 2 I 0(I 00),   j 2 I 00(I 0). �®íâ®¬ã ¨¬¥¥¬

End(A) �= End( �
i2I00

Ai � [ �
i2I0

Ai]) �= End( �
i2I00

Ai)� End( �
i2I0

Ai) �=

�= �
i2I00

[ �
j2I00

Hom(Ai; Aj)]�
Y

i2I0

End(Ai)

| ¢¥ªâ®à ï £àã¯¯ , â. ª. ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¢¯®«¥ à §«®¦¨¬®© £àã¯¯ë ¡¥§ ªàãç¥¨ï
ª®¥ç®£® à £  ¨ ¢¥ªâ®à®© £àã¯¯ë. � ª ª ª ¬®¦¥áâ¢® I 00 ¥¯ãáâ®¥, â® ¢ ¯àï¬®¬ à §«®¦¥¨¨
£àã¯¯ë A  ©¤ãâáï ¤¢¥ £àã¯¯ë Ak ¨ Al (k; l 2 I 00) à £  1, â¨¯ë ª®â®àëå áà ¢¨¬ë,  ¯à¨¬¥à,
�(Ak) � �(Al). �® â®£¤  �(Hom(Ak; Al)) = �(Al)��(Ak) � �(Ak)��(Ak) = �(End(Ak)). �®«ãç¨«¨,
çâ® ¤«ï ¢¥ªâ®à®© £àã¯¯ë End(A)  è«¨áì ¤¢¥ £àã¯¯ë, â¨¯ë ª®â®àëå áà ¢¨¬ë, ®âªã¤  ¯®
«¥¬¬¥ 3 á«¥¤ã¥â, çâ® ®  ¥ ¨§®¬®àä  á¢®¥© £àã¯¯¥ í¤®¬®àä¨§¬®¢, â. ¥. End(A) ¥ ï¢«ï¥âáï
E+-£àã¯¯®©.

�®«ì§ãïáì á«ãç ¥¬,  ¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à®áâì �.�. �¥¡¥«ì¤¨ã §  ¢¨¬ ¨¥ ª à ¡®â¥.
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