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� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¡ã¤¥â ­ ç â® ¯®¤à®¡­®¥ ¨§ãç¥­¨¥ ®¤­®£® á¥¬¥©áâ¢  «¨­¥©­ëå ®¯¥à ¤ ¨ ¬­®-
£®®¡à §¨©  «£¥¡à ­ ¤ ®¯¥à ¤ ¬¨ ¨§ íâ®£® á¥¬¥©áâ¢ . �­®£¨¥ ¨§¢¥áâ­ë¥ ª« áá¨ç¥áª¨¥ ®¡ê¥ªâë,
­ ¯à¨¬¥à, ¬­®£®¬¥à­ë¥ ¬ âà¨æë, â¥­§®àë ¨ â. ¯., ¤®¯ãáª îâ ¨­â¥à¯à¥â æ¨î ¢ â¥à¬¨­ å â¥®à¨¨
®¯¥à ¤, ª®â®àãî ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¬­®£®¬¥à­ë©  ­ «®£ â¥®à¨¨  áá®æ¨ â¨¢­ëå ª®«¥æ ¨
¬®¤ã«¥©. �®-¢¨¤¨¬®¬ã, «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à ¤ë, ª ª á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ë© ®¡ê¥ªâ ¨§ãç¥­¨ï, ¯®ï¢¨«¨áì
¢¯¥à¢ë¥ (¯®¤ ¤àã£¨¬ ­ §¢ ­¨¥¬) ¢ à ¡®â¥ [1]. �¥à¬¨­ \®¯¥à ¤ " ¯®ï¢¨«áï ¢ [2] (á¬. â ª¦¥ [3]). �
á®¢à¥¬¥­­®¬ á®áâ®ï­¨¨ â¥®à¨¨ ®¯¥à ¤ ¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥­¨ïå ¬®¦­® ã§­ âì ¨§ à ¡®â [4]{[8]. � [9]{[12]
¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ª« áá ¬­®£®®¡à §¨© «¨­¥©­ëå (¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå)  «£¥¡à ­ ¤ «¨­¥©­ë¬¨
®¯¥à ¤ ¬¨ ¢ â®ç­®áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ ¬­®£®®¡à §¨© ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå «¨­¥©­ëå  «£¥¡à,
®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ¯®«¨«¨­¥©­ë¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¬¨.

� ­ ç «¥ ¤ ­­®© à ¡®âë ¯à¨¢®¤ïâáï ®á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨§ â¥®à¨¨ ®¯¥à ¤ ¨  «£¥¡à ­ ¤
®¯¥à ¤ ¬¨. �¯¨áë¢ îâáï ®¯¥à ¤ë, ï¢«ïîé¨¥áï  ­ «®£ ¬¨ £àã¯¯®¢ëå ª®«¥æ, ¨  «£¥¡àë ­ ¤
íâ¨¬¨ ®¯¥à ¤ ¬¨. �¯à¥¤¥«ï¥âáï ®á­®¢­®© ª« áá ¨§ãç ¥¬ëå ®¡ê¥ªâ®¢ | ®¯¥à ¤ë ¬­®£®¬¥à­ëå
¬ âà¨æ ¨ ¨å ®¡®¡é¥­¨ï. �®ª § ­ë ¬­®£®¬¥à­ë¥  ­ «®£¨ ­¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ ¬ âà¨ç­ëå ª®-
«¥æ. �®áâà®¥­® ¢§ ¨¬­®-®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ª®­£àãí­æ¨ï¬¨ ®¯¥à ¤ ¨ ¬ âà¨ç­ëå
®¯¥à ¤, ®¡®¡é îé¥¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ä ªâ ¨§ â¥®à¨¨  áá®æ¨ â¨¢­ëå ª®«¥æ. � ª®­¥æ, ¤®ª § -
­  íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨©  «£¥¡à ­ ¤ ¤ ­­®© ®¯¥à ¤®© ¨ ­ ¤ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¬ âà¨ç­®©
®¯¥à ¤®©. �®ª § ­®, çâ® ¢¬¥áâ¥ á äã­ªâ®à ¬¨, ®áãé¥áâ¢«ïîé¨¬¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨©
(¬­®£®®¡à §¨©)  «£¥¡à ­ ¤ ®¯¥à ¤®© ¨ ¬ âà¨ç­®© ®¯¥à ¤®©, áãé¥áâ¢ãîâ äã­ªâ®àë, ®áãé¥áâ¢«ï-
îé¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨© ¬®¤ã«¥© ­ ¤ ¯¥à¥å®¤ïé¨¬¨ ¤àã£ ¢ ¤àã£   «£¥¡à ¬¨. � áâì
à¥§ã«ìâ â®¢ ¤ ­­®© à ¡®âë  ­®­á¨à®¢ ­  ¢ [13] ¨ [14].

�ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¤­®¢à¥¬¥­­® § ¯¨áì §­ ª  äã­ªæ¨¨ ª ª á«¥¢ , â ª ¨ á¯à ¢  ®â
 à£ã¬¥­â . � ç áâ­®áâ¨, ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ª ª «¥¢®¥, â ª ¨ ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë ¯®¤-
áâ ­®¢®ª �n ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ [n] = f1; : : : ; ng, ¯à¨ç¥¬ �i = i��1, £¤¥ � 2 �n, i 2 [n]. Eá«¨
®¯à¥¤¥«¥­® ¤¥©áâ¢¨¥ �n ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X, â® ¤¥©áâ¢¨¥ á ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®© áâ®à®­ë ®¯à¥¤¥«ï-
¥âáï  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬. �áå®¤ï ¨§ íâ®£®, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤¥©áâ¢¨¥ �n ­  ¬­®¦¥áâ¢ å ¢¨¤ 
Xn ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢ å äã­ªæ¨© ®â n  à£ã¬¥­â®¢. �®« £ ¥¬ �(x1; x2; : : : ; xn) = (x1�; x2�; : : : ; xn�),
(x1; x2; : : : ; xn)� = (x�1; x�2; : : : ; x�n). �á«¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¤ ­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : Xn ! Y , ¨ x 2 Xn,
â® ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ f� â ª®¥, çâ® f�(x) = f(�x) (¢ á«ãç ¥ § ¯¨á¨ äã­ªæ¨¨ á«¥¢  ®â
 à£ã¬¥­â ), ¨«¨ �f â ª®¥, çâ® (x)�f = (x�)f (¢ á«ãç ¥ § ¯¨á¨ á¯à ¢ ). � §¡¨¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ 
[n] ­  m ç áâ¥© ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ã¯®àï¤®ç¥­­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì æ¥«ëå
¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« � = (n1; : : : ; nm) â ªãî, çâ® j�j = n1 + � � � + nm = n. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å
â ª¨å à §¡¨¥­¨© ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ P (n;m). �¯à¥¤¥«¥­® ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë ¯®¤áâ ­®¢®ª
�m ­  P (n;m): �� = (n�1; : : : ; n�n). �«ï � 2 P (n;m), � 2 �m ®¯à¥¤¥«¨¬ � � � 2 �n á«¥¤ãî-
é¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì X | ­¥ª®â®à®¥ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, x1 2 Xn1 ; : : : ; xm 2 X

nm ,
x1 : : : xm 2 X

n1+���+nm , � 2 �m, � = (n1; : : : ; nm), â®£¤  ¯®¤áâ ­®¢ª  ��� ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
¤¥©áâ¢¨¥¬ ­  Xn1+���+nm : (x1 : : : xm)(� � �) = x�1 : : : x�m. �á«¨ �1 2 �n1 , �2 2 �n2 ; : : : ; �m 2 �nm , â®

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨© (£à ­â 96-01-
00717).
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®¡à § (�1; �2; : : : ; �m) ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ¢«®¦¥­¨¨ �n1�� � ���nm ! �n1+���+nm ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï
ç¥à¥§ �1 � �2 � � � � � �m. �á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ¢¢¥¤¥­­ëå ®¯¥à æ¨© á®¡à ­ë ¢ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥.

�¥¬¬  1. �ãáâì � | à §¡¨¥­¨¥ (¢ ¢ëè¥ãª § ­­®¬ á¬ëá«¥), �i, � | ¯®¤áâ ­®¢ª¨. �à¥¤-

¯®« £ ¥âáï, çâ® ®­¨ â ª®¢ë, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ áãé¥áâ¢ãîâ. �®£¤  ¨¬¥îâ

¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢ 

1) � � (��) = (� � �)(�� � �);
2) (�1 � �2 � � � � � �m)(� � �) = (� � �)(��1 � ��2 � � � � � ��m);
3) ((�1 � �1)� � � � � (�m � �m))(� � �) = (�1 : : : �m) � ((�1 � � � � � �m)(� � �)).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥à¢®¥ á®®â­®è¥­¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª:
(x1 : : : xm)(� � (��)) = x��1 : : : x��m,
((x1 : : : xm)(� � �))(�� � �) = (x�1 : : : x�m)(�� � �) = x��1 : : : x��m.

�®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢¢¨¤ã â®£®, çâ® x�1 2 Xn�1 ; : : : ; x�m 2 X
n�m , (n�1; : : : ; n�m) =

��, ¨ ¯à¨¬¥­¨¬® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥. �áâ «ì­ë¥ ¤¢  á®®â­®è¥­¨ï ¤®ª §ë¢ îâáï ¯à¨¬¥à­® â ª ¦¥:
áà ¢­¨¢ îâáï à¥§ã«ìâ âë ¤¥©áâ¢¨ï «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâ¥© á®®â­®è¥­¨ï ­  ¯®¤å®¤ïé¥© ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (x1 : : : xm).

�¯¥à ¤®© ­ §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨© ª®¬¯«¥ªá ¤ ­­ëå. �¥¬¥©áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢ R = fRn j n =
1; 2; : : : g. �  ¬­®¦¥áâ¢¥ Rn § ¤ ­® «¥¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë �n, n = 1; 2; : : : �«ï ª ¦¤®£®
(n1; : : : ; nm) 2 P (n;m) ®¯à¥¤¥«¥­  ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨

Rn1 � � � � �Rnm �Rm �! Rn1+���+nm ; (!1; : : : ; !m; !) 7! (!1 : : : !m)! = !1 : : : !m!:

�®«¦­® ¡ëâì ¢ë¯®«­¥­® á¢®©áâ¢®  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨

(!1 1!2 1 : : : !k1 1!1)(!1 2!2 2 : : : !k2 2!2) : : : (!1m!2m : : : !kmm!m)! =

= (!1 1!2 1 : : : !k1 1 : : : !1m!2m : : : !kmm)(!1!2 : : : !m!):

�à¥¤¯®« £ ¥âáï â ª¦¥ ­ «¨ç¨¥ \¥¤¨­¨æë"| í«¥¬¥­â  " 2 R1 â ª®£®, çâ® (" : : : ")! = ! ¨ !" = !

¤«ï «î¡®£® ! 2 Rm. � ç áâ­®áâ¨, R1 ¡ã¤¥â ¯®«ã£àã¯¯®© á ¥¤¨­¨æ¥© ". �®«¦­ë â ª¦¥ ¢ë¯®«-
­ïâìáï ¤¢  á¢®©áâ¢ , á¢ï§ë¢ îé¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨ ¤¥©áâ¢¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯. �®-¯¥à¢ëå,
(�1!1)(�2!2) : : : (�m!m)! = (�1� �2�� � �� �m)(!1!2 : : : !m!). �®-¢â®àëå, «î¡ ï ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì !1 2 Rn1 ; : : : ; !m 2 Rnm ®¯à¥¤¥«ï¥â à §¡¨¥­¨¥ � = (n1; : : : ; nm), ¨ ¯à¨ � 2 �m
¤®«¦­® ¡ëâì ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

!1!2 : : : !m(�!) = (� � �)(!�1!�2 : : : !�m!):

�ãáâì K | ª®¬¬ãâ â¨¢­®¥  áá®æ¨ â¨¢­®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨­¨æ¥©. �®«ìè¨­áâ¢® à¥§ã«ìâ â®¢ ¤ ­-
­®© à ¡®âë á¯à ¢¥¤«¨¢® â ª¦¥ ¢ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢¬¥áâ® ª®«¥æ ¢§ïâì ¯®«ãª®«ìæ ,   ¢¬¥áâ® ¬®¤ã«¥©
| ¯®«ã¬®¤ã«¨. �®£¤  íâ® ïá­® ¨§ ª®­â¥ªáâ , ­¥ ã¯®âà¥¡«ï¥âáï ¯à¨áâ ¢ª  \¯®«ã". K-«¨­¥©­ ï
®¯¥à ¤  | íâ® ®¯¥à ¤  R, ¢á¥ ª®¬¯®­¥­âë Rn ª®â®à®© ï¢«ïîâáï K-(¯®«ã)¬®¤ã«ï¬¨, ¯à¨ç¥¬
¤¥©áâ¢¨¥ �n ­  Rn ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­® á ã¬­®¦¥­¨¥¬ ­  í«¥¬¥­âë K (â ª çâ® Rn ¥áâì «¥¢ë© K�n-
(¯®«ã)¬®¤ã«ì), ¨ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ï¢«ïîâáï K-¯®«¨«¨­¥©­ë¬¨. �à¨ íâ®¬ R1 áâ ­®¢¨âáï
 áá®æ¨ â¨¢­®© K- «£¥¡à®©, ¨ ¥¤¨­¨æ  K ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á ". �§ ­¥«¨­¥©­®© ®¯¥à ¤ë ®ç¥-
¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì «¨­¥©­ãî, ¢§ï¢ ª®¬¯®­¥­âë ­¥«¨­¥©­®© ®¯¥à ¤ë ¢ ª ç¥áâ¢¥
¡ §¨á®¢ á¢®¡®¤­ëå K-(¯®«ã)¬®¤ã«¥© | ª®¬¯®­¥­â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© «¨­¥©­®© ®¯¥à ¤ë.

�¥¬¥©áâ¢® A = fAn j An � Rn; n � 1g ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «®¬ «¨­¥©­®© ®¯¥à ¤ë R, ¥á«¨
¢á¥ An ï¢«ïîâáï K�n-¯®¤¬®¤ã«ï¬¨ Rn, ¨ ¯à¨ !i 2 Ani ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i ¨«¨ ! 2 Am ª®¬-
¯®§¨æ¨ï !1!2 : : : !m! ¯à¨­ ¤«¥¦¨â An1+���+nm . �®¬®¬®àä¨§¬®¬ ®¯¥à ¤ f : R ! O ­ §ë¢ ¥âáï
á¥¬¥©áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ K�n-¬®¤ã«¥© fn : Rn ! On â ª®¥, çâ® f1(") = " ¨ f(!1!2 : : : !m!) =
f(!1)f(!2) : : : f(!m)f(!) (¬ë ®¯ãáª ¥¬ ¨­¤¥ªáë ã f , ª®â®àë¥ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ª®­-
â¥ªáâ ). �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¨¤¥ « ¬¨ ¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ ®ç¥¢¨¤­ , â. ª. ®¯¥à ¤ë ¬®¦­® à áá¬ âà¨-
¢ âì ª ª ¬­®£®®á­®¢­ë¥ «¨­¥©­ë¥  «£¥¡àë.
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�«£¥¡à®© ­ ¤ ®¯¥à ¤®© R ­ §ë¢ ¥âáï ¯à ¢ë© K-¬®¤ã«ì A ¢¬¥áâ¥ á § ¤ ­­ë¬¨ ¤«ï ª ¦¤®£®
n � 1 ¯®«¨«¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨

A
n 
K�n Rn �! A; (a1 
 a2 
 : : : an 
 !) 7! a1a2 : : : an!;

¤«ï ª®â®àëå a" = a ¤«ï «î¡®£® a 2 A, ¨ ¢ë¯®«­¥­® â®¦¤¥áâ¢®  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨

(a1 1a2 1 : : : ak1 1!1)(a1 2a2 2 : : : ak2 2!2) : : : (a1ma2m : : : akmm!m)! =

= (a1 1a2 1 : : : ak1 1 : : : a1ma2m : : : akmm)(!1!2 : : : !m!):

�®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à h : A! B ­ ¤ ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ®¯¥à ¤®©R ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬K-¬®¤ã«¥© â -
ª®©, çâ® h(a1a2 : : : an!) = h(a1)h(a2) : : : h(an)!. � â¥£®à¨ï  «£¥¡à ¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ Alg-R ï¢«ï-
¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬ «¨­¥©­ëå ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå  «£¥¡à ¢ á«¥¤ãîé¥¬ á¬ëá«¥. � ¬  ®¯¥à ¤ 
R à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¨£­ âãàë, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¢á¥å n � 1 Rn ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® á¨¬¢®-
«®¢ n- à­ëå ¯®«¨«¨­¥©­ëå ®¯¥à æ¨©. � â¥£®à¨ï Alg-R ¥áâì  ¡áâà ªâ­ë© ª« áá ã­¨¢¥àá «ì­ëå
 «£¥¡à, § ¬ª­ãâë© ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¤ «£¥¡à, ¯àï¬ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¨ ä ªâ®à «£¥¡à. � á®®â¢¥â-
áâ¢¨¨ á ([15], c. 328) íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® Alg-R ¥áâì ¬­®£®®¡à §¨¥. �¢­ë© ¢¨¤ â®¦¤¥áâ¢ Alg-R ¢
à ¬ª å ¤ ­­®© à ¡®âë ­¥ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬.

�à¨¬¥à 1. �ãáâì R |  áá®æ¨ â¨¢­ ï K- «£¥¡à  á ¥¤¨­¨æ¥©. �®« £ ¥¬ R1 = R, Rn = f0g
¯à¨ n > 1. �¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ á®áâ®¨â ¨§ ã¬­®¦¥­¨ï ¢ R ¨ ­ã«¥¢ëå ®â®¡à ¦¥­¨©. � ª¨¬
®¡à §®¬,  áá®æ¨ â¨¢­ë¥ ª®«ìæ  á ¥¤¨­¨æ¥© ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯à®áâ¥©è¨¥ ®¯¥à ¤ë. �«-
£¥¡àë ­ ¤ íâ¨¬¨ ®¯¥à ¤ ¬¨ áãâì ¢ â®ç­®áâ¨ ¯à ¢ë¥ ¬®¤ã«¨, ¬­®£®®¡à §¨¥  «£¥¡à íª¢¨¢ «¥­â­®
ª â¥£®à¨¨ ¢á¥å ¬®¤ã«¥©.

�à¨¬¥à 2. �ãáâìOn = �n ¤«ï ª ¦¤®£® n � 1. �¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
¥á«¨ �i 2 �ni , � = (n1; n2; : : : ; nm), â® �1�2 : : : �m� = (�1��2�� � ���m)(���). �§ â®¦¤¥áâ¢ «¥¬¬ë
1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ë¯®«­¥­ë ¢á¥  ªá¨®¬ë ®¯¥à ¤ë. �¨­¥ à¨§ æ¨ï íâ®© ®¯¥à ¤ëO ¥áâìK-«¨­¥©­ ï
®¯¥à ¤ R, Rn = K�n. �­®£®®¡à §¨¥ Alg-R ä ªâ¨ç¥áª¨ ï¢«ï¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬ ¢á¥å «¨­¥©­ëå
 áá®æ¨ â¨¢­ëå K- «£¥¡à (¡¥§ ¥¤¨­¨æë).

�à¨¬¥à 3. �®áâà®¨¬ ®¯¥à ¤­ë©  ­ «®£ ¯®«ã£àã¯¯®¢ëå ¨ £àã¯¯®¢ëå  «£¥¡à. �ãáâì G |
¯®«ã£àã¯¯  á ¥¤¨­¨æ¥©. �®«®¦¨¬ On = Gn. �¥©áâ¢¨¥ �n ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à -
§®¬ (¯¥à¥áâ ­®¢ª  á®¬­®¦¨â¥«¥©). �¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì g =
(g1; : : : ; gn) 2 Gn, g1; : : : ; gk; x 2 G. �®£¤  ¯®« £ ¥¬ gx = (g1x; : : : ; gnx). �á«¨ â¥¯¥àì !i = gi =
(g1 i; : : : ; gni i) 2 Oni , 1 � i � m, ! = (x1; : : : ; xm) 2 Om, â®

!1 : : : !m! = (g1x1; : : : gmxm) 2 G
n1+���+nm = On1+:::+nm :

�á¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à ¤ë ¯à®¢¥àïîâáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®. �¨­¥ à¨§ æ¨ï íâ®© ®¯¥à ¤ë, â. ¥. á¥¬¥©áâ¢®
¯®«ã£àã¯¯®¢ëå  «£¥¡à R = f Rn = K[Gn] j n = 1; 2; : : : g, ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¢à é ¥âáï
¢ «¨­¥©­ãî ®¯¥à ¤ã. � á«ãç ¥, ª®£¤  G á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® í«¥¬¥­â , ¯®«ãç ¥âáï ®¯¥à ¤  C
â ª ï, çâ® Cn �= K,   ª®¬¯®§¨æ¨ï ä ªâ¨ç¥áª¨ á¢®¤¨âáï ª ã¬­®¦¥­¨î í«¥¬¥­â®¢ ª®¬¬ãâ â¨¢­®£®
(¯®«ã)ª®«ìæ  K. � [5] ®­  ®¡®§­ ç¥­  ç¥à¥§ Com.

�à¨¬¥à 4. �ãáâì K ¨R| ¤¢¥ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à ¤ë ­ ¤K. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à ¤ã K
R, ¯®« £ ï
(K
R)n = Kn 
Rn. �¥©áâ¢¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë �n ­  Kn 
Rn ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤­ë¬
®¡à §®¬: �(! 
 �) = (�!) 
 (��),   ª®¬¯®§¨æ¨ï | ¯® ¯à ¢¨«ã (!1 
 �1) : : : (!m 
 �m)(! 
 �) =
(!1 : : : !m!)
(�1 : : : �m�). �¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¯¥à ¤ë ¯à®¢¥àï¥âáï ¡¥§ § âàã¤­¥­¨©. �®«®¦¨¬ K[G]n =
Kn 
K[Gn], â. ¥. K[G] ¥áâì â¥­§®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ K ¨ ®¯¥à ¤ë ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à .

�¥®à¥¬  1. �­®£®®¡à §¨¥ Alg-K[G] ¨§®¬®àä­® ª â¥£®à¨¨, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï

K- «£¥¡àë á § ¤ ­­ë¬ ¯à ¢ë¬ («¨­¥©­ë¬) ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¯®«ã£àã¯¯ë á ¥¤¨­¨æ¥© G â ª¨¬, çâ®

(a1g) : : : (ang)! = (a1 : : : an!)g ¤«ï ª ¦¤ëå ! 2 Kn ¨ g 2 G,   ¬®àä¨§¬ ¬¨ | G-íª¢¨¢ à¨ ­â­ë¥

£®¬®¬®àä¨§¬ë K- «£¥¡à.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î K[G]n = Kn 
 K[Gn]. �®¦­® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì í«¥¬¥­âë
K[G]n ª ª «¨­¥©­ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¢¨¤ 

P
!g =

P
! 
 g, £¤¥ ! 2 Kn, g = (g1; : : : ; gn) 2 Gn

¨ ¯®çâ¨ ¢á¥ ! = 0. �¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î ­  ¡ §¨á­ëå í«¥¬¥­â å á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
(!1g1) : : : (!mgm)(!g) = (!1 : : : !m!)(g1 : : : gmg), ¨ ¤ «¥¥ à á¯à®áâà ­¨¬ ¯® «¨­¥©­®áâ¨. �á«¨ ¢ë-
¡à âì e = (e; e; : : : ; e), £¤¥ e 2 G| ¥¤¨­¨æ  £àã¯¯ë G, â® ¨¬¥¥âáï £®¬®¬®àä­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ®¯¥à ¤
Kn ! K[G]n, ! 7! ! 
 e = !e. �®íâ®¬ã «î¡ ï K[G]- «£¥¡à  ¡ã¤¥â â ª¦¥  «£¥¡à®© ­ ¤ ¯®¤®¯¥-
à ¤®© K, ¯®íâ®¬ã K[G] � K[G]1 = K1[G]. �â® §­ ç¨â, çâ® K[G]- «£¥¡àë ï¢«ïîâáï â ª¦¥ ¨ K[G]-
¬®¤ã«ï¬¨. �ãáâì g 2 G; g = (g; g; : : : ; g)| {z }

n

, ! 2 Kn, a1; : : : ; an 2 A. � áá¬®âà¨¬ (a1 : : : an)(!
 g). �®

®¯à¥¤¥«¥­¨î ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¢ ®¯¥à ¤¥ C[G] ¨¬¥¥¬ g = (e; e; : : : ; e)g, £¤¥ (e; e; : : : ; e) 2 C[G]n = K[Gn],
g 2 C[G]1 = K[G]: �âáî¤  !
g = !"
(e; : : : ; e)g = (!
(e; : : : ; e))("
g). � ­¥¥ !
(e; : : : ; e) = !
e
ã¦¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥­ á !,   " 
 g | c g. �®íâ®¬ã í«¥¬¥­â (a1 : : : an)(! 
 g)  «£¥¡àë A ¬®¦­®
¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª ((a1 : : : an)!)g. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â®â ¦¥ g = (g; g; : : : ; g) ¢ ®¯¥à ¤¥ C[G] ¥áâì
g : : : g(e; : : : ; e) = (g; g; : : : ; g)e.

�­ «®£¨ç­®, ! 2 Kn ¥áâì ! = (" : : : ")!. �âáî¤  ! 
 g = " : : : "! 
 (g : : : g)e = (" 
 g) : : : (" 

g)(!e). �¢¨¤ã  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ (a1 : : : an)(!
g) = (a1 : : : an)(("
g) : : : ("
g)(!e)) = (a1("
g)) : : :
(an("
 g))(!e) = (a1g) : : : (ang)!.

�¡à â­®, ¯ãáâì ¤ ­  K- «£¥¡à  A, ­  ª®â®à®© «¨­¥©­® ¤¥©áâ¢ã¥â G â ª, çâ® ¢ë¯®«­¥­® â®-
¦¤¥áâ¢® (a1g) : : : (ang)! = (a1 : : : an!)g. �¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î An � (Kn 
K[G]) ! A, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîéãî ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ âà¥¡®¢ ­¨ï¬. �ãáâì x = (x1; : : : ; xn) 2 Gn, ! 2 Kn, a1; : : : ; an 2 A. �«ï
x = x1 : : : xne ¨ ! = " : : : "! ¯®«®¦¨¬ a1 : : : an(!
 x) = (a1x1) : : : (anxn)!. �àï¬ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª -
§ë¢ ¥â, çâ® ¢á¥  ªá¨®¬ë  «£¥¡àë ¢ë¯®«­¥­ë. �ç¥¢¨¤­®, çâ® á®¢¯ ¤ îâ â ª¦¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥
£®¬®¬®àä¨§¬ë, ¨ ¯¥à¥å®¤ë ®â K[G]- «£¥¡à ª K- «£¥¡à ¬ (á ãª § ­­ë¬ ¢ â¥®à¥¬¥ á¢®©áâ¢®¬) ¨
¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë.

�ãáâì K | ­¥ª®â®à ï K-«¨­¥©­ ï ®¯¥à ¤ , X | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �®áâà®¨¬ ¬ -
âà¨ç­ãî ®¯¥à ¤ã M =M(X;K), ï¢«ïîéãîáï ®¯¥à ¤­ë¬ ®¡®¡é¥­¨¥¬ ª®«ìæ  jXj � jXj-¬ âà¨æ
­ ¤  áá®æ¨ â¨¢­ë¬ ª®«ìæ®¬. �®«®¦¨¬ Mn à ¢­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢ã ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ! ¨§ Xn �X
¢ Kn â ª¨å, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® x 2 Xn ¨¬¥¥â ¬¥áâ® !(x; y) = 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å y 2 X. �¯à¥¤¥«¨¬
¤¥©áâ¢¨¥ �n ­  Mn, ¯®« £ ï (�!)(x; y) = �(!(x�; y)). �ãáâì !i 2 Mni , ! 2 Mm, 1 � i � m,
xi 2 X

ni . �¯à¥¤¥«¨¬

(!1 : : : !m!)(x1 : : : xm; z) =
X

y1;:::;ym2X

!1(x1; y1) : : : !m(xm; ym)!(y1 : : : ym; z):

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® M | ®¯¥à ¤ . � á«ãç ¥, ª®£¤  K = C, â. ¥. Kn =
K ¤«ï ¢á¥å n, ¯®«ãç¨¬ ª« áá¨ç¥áª¨© ®¡ê¥ªâ | ¬­®£®¬¥à­ë¥ ¬ âà¨æë [16]. �¢¥¤¥­­ ï ­ ¬¨
ª®¬¯®§¨æ¨ï ¯à¥¢à é ¥âáï ¯® áãâ¨ ¢ ã¬­®¦¥­¨¥ ¬­®£®¬¥à­ëå ¬ âà¨æ, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¢ [17].

�®«®¦¨¬ [n] = f1; 2; : : : ; ng ¨ M(n;R) = M([n];R). �­®£®¬¥à­ë¬  ­ «®£®¬ ¨§¢¥áâ­®£® ¢
â¥®à¨¨ ª®«¥æ ä ªâ  [18] ï¢«ï¥âáï

�¥®à¥¬  2. �¯¥à ¤  K ¨§®¬®àä­  ¬ âà¨ç­®© ®¯¥à ¤¥ M(n;R) ¤«ï ­¥ª®â®à®© ®¯¥à ¤ë R

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ K1 áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢® ¬ âà¨ç­ëå ¥¤¨­¨æ fei j j i; j =
1; : : : ; ng. �à¨ íâ®¬ ®¯¥à ¤ã R ¬®¦­® ¢ë¡à âì ª ª ¯®¤®¯¥à ¤ã ¢ K.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¬ âà¨ç­ë¥ ¥¤¨­¨æë ei j 2 K1, 1 � i; j � n, áãé¥áâ¢ãîâ. �ã¤¥¬
¤¥©áâ¢®¢ âì ¯®  ­ «®£¨¨ á [18]. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à ¤ã R = fRm j m � 1; 2 : : : g, Rm = f! 2 Km j
8i; j ei j : : : ei j! = !ei jg.

�¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® R | ¯®¤®¯¥à ¤  ®¯¥à ¤ë K. �«ï ¢á¥å ! 2 Km ®¯à¥¤¥«ï¥¬ í«¥-
¬¥­âë !j1:::jm;i =

P
j

ej j1 : : : ej jm !ei j , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ Rm. �®£¤  ! =
P

j1:::jm;i

ej1 i : : : ejm i!j1:::jm;i.

�¡à â­®, ¯® «î¡®¬ã ­ ¡®àã í«¥¬¥­â®¢ �j1:::jm;i 2 Rm ¯®  ­ «®£¨ç­®© ä®à¬ã«¥ áâà®¨âáï í«¥-
¬¥­â � 2 Km, ¯à¨ç¥¬ íâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®. �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® R | ¨áª®¬ ï
®¯¥à ¤ , â. ¥. K �= M(n;R). �®áâà®¨¬ K-«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ! 7! e! = (!)e, K ! M(n;R),
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®¯à¥¤¥«ïï ¥£® â ª: e! : Xn � X ! Rm, e!(j1 : : : jm; i) = !j1:::jm;i. �§ ¨¬­ ï ®¤­®§­ ç­®áâì íâ®-
£® ®â®¡à ¦¥­¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ ®¤­®§­ ç­®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ! ç¥à¥§ !j1:::jm;i. �á­®, çâ® f�! = �e!.
f�!(�; i) = (�!)j1:::jm;i(�; i) = �(!j1:::jm;i(�; i)) = �e!(�; i) ¤«ï ¢á¥å (�; i) 2 Xm �X. �ãáâì !i 2 Kni ,
! 2 Km. �à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® (!1 : : : !m!)e = f!1 : : : f!me!. �â ª, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬
K �=M(n;R).

�ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ®¡®§­ ç âì ®¯¥à ¤ãM(X;C) ç¥à¥§M(X;K), â. ª. íâ® ä ªâ¨ç¥áª¨ ®¯¥à -
¤  ¬­®£®¬¥à­ëå ¬ âà¨æ á í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ K. � §¨á­ë¥ í«¥¬¥­âë ¢ K-¬®¤ã«¥ M(X;K)m (¬­®£®-
¬¥à­ë¥  ­ «®£¨ ¬ âà¨ç­ëå ¥¤¨­¨æ) ®¯à¥¤¥«¨¬ â ª: ex;y(x0; y0) = 1 ¯à¨ x = x0 2 Xm, y = y0 2 X, ¢
¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ íâ® ­ã«ì. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ex1;y1 : : : exm;ymey1:::ym;z = ex1:::xm;z, ¢ ®áâ «ì­ëå
á«ãç ïå â ª ï ª®¬¯®§¨æ¨ï à ¢­  ­ã«î, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ®¡ëç­ëå ¬ âà¨ç­ëå ¥¤¨­¨æ. �®ª § -
â¥«ìáâ¢  á«¥¤ãîé¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ­¥á«®¦­ë.

�¥¬¬  2. �¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ ®¯¥à ¤ M(X;K) �= K
M(X;K).

�¥¬¬  3. �ãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ ®¯¥à ¤ P : C[�n] �! M(n;K), ª®â®àë© ­  ¡ §¨á­ëå

í«¥¬¥­â å ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª: ¥á«¨ � = (�1 : : : �m) ¨ ! = P (�), â® ! =
nP
j=1

e�1(j):::�m(j);j .

�«ï «î¡ëå ¤¢ãå K-«¨­¥©­ëå ®¯¥à ¤ R ¨ K ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¯¥à ¤ R� K,
(R�K)n = Rn�Kn, £¤¥ ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ (ª®¬¯®§¨æ¨ï ¨ ¤¥©áâ¢¨¥ �n) ¯®ª®¬¯®­¥­â­ë¥. �®­£àãí­æ¨¥©
­  K ­ §®¢e¬ ¯®¤®¯¥à ¤ã E � K�K, En � Kn�Kn â ªãî, çâ® En ¥áâì ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨
¤«ï ¢á¥å n á ®¡®§­ ç¥­¨¥¬ !1 �E !2 , (!1; !2) 2 En. �á«¨ K | ª®¬¬ãâ â¨¢­®¥ ª®«ìæ® ¨ ¢á¥
Kn | ¬®¤ã«¨, â® ª®­£àãí­æ¨¨ ­  K ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¨¤¥ « ¬, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥
ª®«¥æ.

�¥®à¥¬  3. �¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ à¥è¥â®ª ª®­£àãí­æ¨© ®¯¥à ¤ K ¨M =M(n;K). �á«¨
®¯¥à ¤ë ®¯à¥¤¥«¥­ë ­ ¤ ª®«ìæ®¬, â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ à¥è¥â®ª ¨¤¥ «®¢ ®¯¥à ¤.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¤ ­  ­¥ª®â®à ï ª®­£àãí­æ¨ï U � K� K ¢ ®¯¥à ¤¥ K. �® ­¥© áâà®-
¨âáï ª®­£àãí­æ¨ï M(n;U) �M(n;K)�M(n;K),

(!1; !2) 2M(n;U)k , 8 (i1 : : : ik; i) 2 [n]k � [n]; !1(i1 : : : ik; i) �U !2(i1 : : : ik; i)

(¨«¨ (!1(i1 : : : ik; i); !2(i1 : : : ik; i)) 2 Uk):

�¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® íâ¨¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®­£àãí­æ¨ï. �®ª ¦¥¬, çâ® á®®â¢¥â-
áâ¢¨¥ U 7! M(n;U) ¨­ê¥ªâ¨¢­®. �ãáâì M(n;U1) = M(n;U2). �®§ì¬¥¬ «î¡ë¥ x0; x00 2 Km â ª¨¥,
çâ® x0 �U1 x

00, â®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ !0; !00 2 Mm â ª¨¥, çâ® !0(1 : : : 1; 1) = x0, !00(1 : : : 1; 1) = x00,
!0(i1 : : : im; i) = 0, !00(i1 : : : im; i) = 0 ¤«ï «î¡®£® ­ ¡®à  (i1 : : : im; i) 6= (1 : : : 1; 1). �âáî¤  á«¥¤ã¥â
!0 �M(n;U1) !

00,   §­ ç¨â, !0 �M(n;U2) !
00, ®âªã¤  ¢¢¨¤ã ¢ë¡®à  !0, !00 ¯®«ãç¨¬ x0 �U2 x

00. �®
á¨¬¬¥âà¨¨ U1 = U2.

� ¡®à (i1 : : : ik) ¨§ [n]k ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ �. !1 �M(n;U1\U2) !2 ) ¤«ï ¢á¥å ¨­¤¥ªá®¢
(�; i) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® !1(�; i) �U1\U2 !2(�; i) ) !1(�; i) �U1 !2(�; i) ¨ !1(�; i) �U2 !2(�; i), ®âªã¤ 
M(n;U1 \U2) �M(n;U1)\M(n;U2). �¡à â­®¥ ®ç¥¢¨¤­®. �â ª, á®®â¢¥âáâ¢¨¥ U 7!M(n;U) á®åà -
­ï¥â ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï. �­® á®åà ­ï¥â â ª¦¥ ¨ ¢ª«îç¥­¨ï, â. ¥. U1 � U2 ¢«¥ç¥â M(n;U1) � M(n;U2),
çâ® ¯à®¢¥àï¥âáï ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, á®®â¢¥âáâ¢¨¥ U 7! M(n;U) á®åà ­ï¥â ¨
â®ç­ë¥ ¢¥àå­¨¥ £à ­¨, â. ª. U1 _ U2 = \

U1;U2�U
U.

�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® «î¡ ï ª®­£àãí­æ¨ï E ­  M(n;K) ¨¬¥¥â ¢¨¤ M(n;U) ¤«ï ­¥ª®â®à®©
(®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­­®©) ª®­£àãí­æ¨¨ U ­  K. �ãáâì ¤ ­  ª®­£àãí­æ¨ï E ­  M(n;K), â®£¤ 
ª®­£àãí­æ¨ï U ­  K, ¤«ï ª®â®à®© E =M(n;U), ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª. �ãáâì x; y 2 Kk. �®£¤ 

x �U y , 9!; � 2 Rk â ª¨¥, çâ® !(1 : : : 1; 1) = x; �(1 : : : 1; 1) = y; ! �E �:

�à®¢¥à¨¬, çâ® íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ª®­£àãí­æ¨ï. ��®«ìè ï ç áâì ¯à®¢¥à®ª ­¥ ¢ë§ë¢ ¥â § âàã¤-
­¥­¨©. �ãáâì x01 �U x001 ; : : : ; x

0
m �U x00m, x

0 �U x00. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ !01 �E !001 ; : : : ; !
0
m �E !00m,
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!0 �E !
00 â ª¨¥, çâ® !0i(1 : : : 1; 1) = x0i, !

00
i (1 : : : 1; 1) = x00i , !

0(1 : : : 1; 1) = x0!00(1 : : : 1; 1) = x00. � ¬¥-
­¨¬ í«¥¬¥­âë !0i, !

00
i , !

0, !00, 1 � i � m, ­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë ¢¨¤  � = e1 1 : : : e1 1!e1 1
(¤®¡ ¢«ïï á®®â¢¥âáâ¢¥­­ë¥ èâà¨å¨ ¨ ¨­¤¥ªáë). �®£¤  �(1 : : : 1; 1) = !(1 : : : 1; 1) ¨ �(i1 : : : im; i) = 0
¯à¨ (i1 : : : im; i) 6= (1 : : : 1; 1): �à¨ íâ®¬ á®åà ­ïâáï íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ �01 �E �001 ; : : : ; �

0
m �E �00m,

�0 �E �00. �âáî¤  �01 : : : �
0
m�

0(1 : : : 1; 1) = x01 : : : x
0
mx

0, �001 : : : �
00
m�

00(1 : : : 1; 1) = x001 : : : x
00
mx

00; â. ¥.
x01 : : : x

0
mx

0 �U x
00
1 : : : x

00
mx

00.
�á¯®«ì§ãï â®¦¤¥áâ¢ 
ei1 1 : : : eim 1!e1 i(i1 : : : im; i) = !(1 : : : 1; 1),
ei1 1 : : : eim 1!e1 i(i01 : : : i

0
m; i

0) = 0 ­  ®áâ «ì­ëå ­ ¡®à å (i01 : : : i
0
m; i

0),
e1 i1 : : : e1 im!

0ei 1(1 : : : 1; 1) = !0(i1 : : : im; i),
«¥£ª® ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ­ ¡®à (1 : : : 1; 1) 2 [n]m � [n] ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ª®­£àãí­æ¨¨ U ¬®¦­® § ¬¥­¨âì
­  «î¡ãî ä¨ªá¨à®¢ ­­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î (i1 : : : im; i) 2 [n]m � [n].

�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® E =M(n;U), £¤¥ U ¯®áâà®¥­  ¯® E. �ãáâì !1 �E !2. �â¢¥à¦¤ ¥âáï,çâ®
!1 �M(n;U) !2, â. ¥. ¤«ï ¢á¥å (�; j) 2 [n]m � [n] ¢¥à­® !1(�; j) �U !2(�; j). �â® íª¢¨¢ «¥­â­®
â®¬ã, çâ® ¤«ï «î¡®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® (�; j), ª ª ¯®ª § ­® ¢ëè¥, áãé¥áâ¢ãîâ !01, !

0
2 â ª¨¥, çâ®

!01(�; j) = !1(�; j), !02(�; j) = !2(�; j) ¨ !01 �E !
0
2. �® ¯® ãá«®¢¨î ¢ ª ç¥áâ¢¥ !01 ¨ !

0
2 ¬®¦­® ¢§ïâì

á ¬¨ !1 ¨ !2, ¯à¨ç¥¬ áà §ã ¤«ï ¢á¥å (�; j).
�¡à â­®, ¯ãáâì !1 �M(n;U) !2. � áá¬®âà¨¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ !l ¯à¨ l = 1; 2 ¢ ¢¨¤¥ !l =P

k1:::km;k

!l(�;k), £¤¥ !l(�;k) = ek1 k1 : : : ekm km!lek k ¯à¨ � = (k1 : : : km). �à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®

!l(�;k)(�; k) = !l(�; k),   ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå !l(�;k)(�; j) = 0. � ª ª ª ¤®áâ â®ç­® ãáâ ­®-
¢¨âì, çâ® ¤«ï ¢á¥å (�; k) !1(�;k) �E !2(�;k), â® ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® !1(�; j) = !2(�; j) = 0 ¤«ï
¢á¥å (�; j) 6= (�; k). �® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î U áãé¥áâ¢ãîâ !01, !

0
2 â ª¨¥, çâ® !01(�; k) = !1(�; k),

!02(�; k) = !2(�; k) ¨ !01 �E !
0
2. � ¬¥­  !

0
l ­  ek1 k1 : : : ekm km!

0
lek k ­¥ ¯®¢«¨ï¥â ­  íª¢¨¢ «¥­â­®áâì

¯® ¬®¤ã«î E, ­® ¯®á«¥ íâ®£® ®ª ¦¥âáï, çâ® !l = !0l, l = 1; 2. �­ ç¨â, M(n;U) � E.

�ãáâì K | «¨­¥©­ ï ®¯¥à ¤  ­ ¤ K, ¨ A 2 Alg-K. �®¤ã«¥¬ ­ ¤  «£¥¡à®© A ([5], [19], [20])
­ §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨© ª®¬¯«¥ªá ¤ ­­ëå. �à ¢ë© K-(¯®«ã)¬®¤ã«ì M . �¥¬¥©áâ¢® K-«¨­¥©­ëå
®â®¡à ¦¥­¨© ª®¬¯®§¨æ¨¨, § ¤ ­­ëå ¤«ï ¢á¥å n = 1; 2; : : : ,

M 
A
(n�1) 
 Kn �!M; x
 a1 
 � � � 
 an�1 
 ! 7! xa1 : : : an�1!;

ª®â®àë¥, ¯®¬¨¬® «¨­¥©­®áâ¨ ¯® ¢á¥¬  à£ã¬¥­â ¬, ¤®«¦­ë ®¡« ¤ âì á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨.
1) � á«ãç ¥ n = 1 ®â®¡à ¦¥­¨¥M
K1 �!M § ¤ ¥â ­ M áâàãªâãàã ã­¨â à­®£® K1-¬®¤ã«ï.

� ç áâ­®áâ¨, x" = x.
2) �áá®æ¨ â¨¢­®áâì. �ãáâì x 2M , a1 2 An1�1, ai 2 Ani ¯à¨ 2 � i � m, !i 2 Kni ¯à¨ 1 � i � m,

! 2 Km. �®£¤  (xa1!1)(a2!2) : : : (am!m)! = x(a1a2 : : : am)(!1!2 : : : !m!).
3) �á«¨ � 2 �n, �(1) = 1, â® x(a2 : : : an)(�!) = x(a�2 : : : a�n)!.
�®¬®¬®àä¨§¬ ¬®¤ã«¥© ­ ¤  «£¥¡à®© A 2 Alg-K| íâ® K-«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ h :M1 !M2

â ª®¥, çâ® h(xa!) = h(x)a!. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Mod-AK ª â¥£®à¨î ¬®¤ã«¥© ­ ¤ A ¨ ¨å £®¬®¬®à-
ä¨§¬®¢. �¯à¥¤¥«¨¬ ª â¥£®à¨î Mod-K, ®¡ê¥ªâë ª®â®à®© | ¯ àë (M;A), £¤¥ A ¥áâì K- «£¥¡à ,
  M | A-¬®¤ã«ì. �®àä¨§¬ íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¨§ (M1; A1) ¢ (M2; A2) á®áâ®¨â ¨§ ¯ àë (h; f), £¤¥
f : A1 ! A2 ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à,   h : M1 ! M2 ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ K-¬®¤ã«¥© â ª®©,
çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® n ¨ ¢á¥¢®§¬®¦­ëå x 2 M1, a1; : : : ; an�1 2 A1, ! 2 Kn ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥­áâ¢® h(xa1 : : : an�1!) = h(x)f(a1) : : : f(an�1)!. �áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥­ äã­ªâ®à
S = SK : Mod-K �! Alg-K, ®â®¡à ¦ îé¨© ®¡ê¥ªâ (M;A) ¢ A,   ¬®àä¨§¬ (h; f) | ¢ f . �á­®, çâ®
Mod-AK ¨§®¬®àä­  ¯®¤ª â¥£®à¨¨ Mod-K, á®áâ®ïé¥© ¨§ ¢á¥å ®¡ê¥ªâ®¢ ¢¨¤  (M;A) ¯à¨ ¤ ­­®¬
ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ A ¨ ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢ ¢¨¤  (h; 1A).

�¥®à¥¬  4. �ãáâì M =M(n;K). �ãé¥áâ¢ãîâ äã­ªâ®àë

F : Alg-K �! Alg-M, G : Alg-M �! Alg-K,
F : Mod-K �! Mod-M, G : Mod-M �! Mod-K
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â ª¨¥, çâ® á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬  ª®¬¬ãâ â¨¢­  á â®ç­®áâìî ¤® ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå íª¢¨¢ «¥­â-

­®áâ¥©:

Alg -K F
���! Alg -M G

���! Alg -Kx??SK x??SR x??SK
Mod -K F

���! Mod -M G
���! Mod -K:

�à¨ íâ®¬ FG �= IdAlg�M, GF �= IdAlg�K, F G �= IdMod�M ¨ GF �= IdMod�K. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï

«î¡®© K- «£¥¡àë A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨© Mod-AK ¨ Mod-F (A)M(n;K).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A 2 Alg-K, â®£¤  ¯®«®¦¨¬ F (A) = Map([n]; A) = f
 j 
 : [n] ! Ag.
(Map(X;Y ) ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ X ¢ Y .) �®ª ¦¥¬, çâ® F (A) ï¢«ï¥âáï M-
 «£¥¡à®©. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ ! 2Mm, ! : [n]m � [n]! Km, â® 
1 : : : 
m! 2 Map([n]; A) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
â ª:

(
1 : : : 
m!)(j) =
X

k1:::km


1(k1) : : : 
m(km)!(k1 : : : km; j):

�¬¥¥¬ 
i(ki) 2 A, 1 � i � m, !(k1 : : : km; j) 2 Km. �¢¨¤ã â®£®, çâ® A ¥áâì K- «£¥¡à , ¢áï
áã¬¬  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â A. �áá®æ¨ â¨¢­®áâì ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¯à®¢¥àï¥âáï ¯àï¬ë¬ ¢ëç¨á«¥­¨¥¬. �¥£-
ª® ¯à®¢¥àïîâáï â ª¦¥ á¢®©áâ¢® ¥¤¨­¨æë ¨ á¢®©áâ¢®, á¢ï§ ­­®¥ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¯®¤áâ ­®¢®ª (¯®
®¯à¥¤¥«¥­¨î (
1 : : : 
m)(�!) = 
�1 : : : 
�m!). �â ª, F (A) | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® M- «£¥¡à . �á«¨
¤ ­ £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à f : A1 ! A2, â® F (f) ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ M- «£¥¡à, ®¯à¥¤¥«ï¥-
¬ë© á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ 
 : [n] �! A1, â® F (f) ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã F (f)(
)(i) =
f(
(i)), F (f) : F (A1) �! F (A2). �®¬®¬®àä­®áâì F (f) ¥áâì ¡¥§ âàã¤  ¯à®¢¥àï¥¬®¥ á®®â­®è¥-

­¨¥ F (f)(
1 : : : 
m!) = F (f)(
1) : : : F (f)(
m)!. �¢®©áâ¢® F (gf) = F (g)F (f), £¤¥ A1
f
�! A2

g
�! A3,

áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, F | äã­ªâ®à.
�¯à¥¤¥«¨¬ â¥¯¥àì (¯®  ­ «®£¨¨ á â¥®à¨¥© ª®«¥æ) ®¯¥à ¤ã ei iM ei i á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

(ei iMei i)m = ei i : : : ei iMmei i = fei i : : : ei i!ei i j ! 2Mmg. �¥ ¬®¦­® áç¨â âì ¯®¤®¯¥à ¤®© ®¯¥à ¤ë
M, å®âï ¢ ei iMei i ¥¤¨­¨æ¥© ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â ei i. �ç¥¢¨¤­®, (ei iMei i)m á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬
Di;m = f� : [n]m � [n]! Km j �(i1 : : : im; j) = 0 ¯à¨ (i1; : : : ; im; j) 6= (i; : : : ; i; i)g. �®áâà®¨¬ ¨§®¬®à-
ä¨§¬ë ®¯¥à ¤ �i : K �! ei iMei i, (�i)m : Km �! (ei iMei i)m, ¯®« £ ï (�i)m(c) = �c, �c(i : : : i; i) = c,
�c(i1 : : : im; j) = 0, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨­ ¨§ i1 : : : im, j 6= i. �¨ªá¨àã¥¬ §¤¥áì i,   m ¡ã¤¥â ®¤­®§­ ç­®
®¯à¥¤¥«ïâìáï ¨§ ª®­â¥ªáâ . �à®¢¥à¨¬, çâ® �i | £®¬®¬®àä¨§¬ ®¯¥à ¤. �¨­¥©­®áâì ¨ íª¢¨¢ à¨-
 ­â­®áâì ®ç¥¢¨¤­ë, â ª çâ® ­ ¤® ãáâ ­®¢¨âì à ¢¥­áâ¢® �c1 : : : �cm�c = �c1:::cmc, áà ¢­¨¢ §­ ç¥­¨ï
äã­ªæ¨© ­  ®¤­¨å ¨ â¥å ¦¥  à£ã¬¥­â å. � ª ª ª (ei iMei i)m = Di;m, â® «¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ® �i
| ¨§®¬®àä¨§¬. � ç áâ­®áâ¨, ¨¬¥¥¬ ¨§®¬®àä¨§¬ ei iMei i �= ej jMej j , § ¤ ¢ ¥¬ë© ª®¬¯®§¨æ¨¥©

ei iMei i
��1
i��! K

�j
�! ej jMej j .

�ãáâì B 2 Alg-M, Bei i = fbei i j b 2 Bg. �¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® Bei i ¨¬¥¥â áâàãªâãàã
ei iM ei i- «£¥¡àë

(b1ei i) : : : (bmei i)(ei i : : : ei i!ei i) = ((b1ei i) : : : (bmei i)(ei i : : : ei i!))ei i 2 Bei i:

Bei i ¬®¦­® â¥¯¥àì ¯à¥¢à â¨âì ¢ K- «£¥¡àã á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: (b1ei i) : : : (bmei i)! =
(b1ei i) : : : (bmei i)(�i)m(!), £¤¥ ! 2 Km, (�i)m(!) 2 (ei iRei i)m.

�®áâà®¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬ëK- «£¥¡à �i j : Bei i �! Bej j , ¯®« £ ï �i j(b) = bei j . �à¥¤¢ à¨â¥«ì­®
§ ¬¥â¨¬, çâ® Bei i = fb 2 B j bei i = bg. �¨­¥©­®áâì �i j ®ç¥¢¨¤­ , ®áâ ¥âáï ã¡¥¤¨âìáï, çâ®
�i j(b1 : : : bm!) = �i j(b1) : : : �i j(bm)!. � á ¬®¬ ¤¥«¥, �i j(b1 : : : bm!) = b1 : : : bmei j : : : ei j(�j)m(!),
¨ ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® (�i)m(!)ei j = ei j : : : ei j(�j)m(!). �ëç¨á«ïï ¤«ï ª ¦¤®£®  à£ã¬¥­âa
(i1 : : : im; j0) «¥¢ãî ¨ ¯à ¢ãî ç áâ¨ ­¥®¡å®¤¨¬®£® ­ ¬ à ¢¥­áâ¢ , ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® ®¡¥ ç áâ¨
à ¢­ë ! ¤«ï (i : : : i; j),   ­  ®áâ «ì­ëå  à£ã¬¥­â å | íâ® ­ã«¨. �«ï ª ¦¤®£® �i j áãé¥áâ¢ã¥â
®¡à â­ë© ��1i j = �j i. � ª¨¬ ®¡à §®¬, �i j : Bei i �! Bej j ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à. � ª ª ª
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nP
i=1

ei i = 1, â® B =
nP
i=1

Bei i. �¥¯¥àì ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì äã­ªâ®à G : Alg-M! Alg-K. �ãáâì B 2 Alg-

M. �®«®¦¨¬ G(B) = Be1 1. � ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ëè¥, Be1 1 ï¢«ï¥âáï K- «£¥¡à®©. �ãáâì ¤ ­
£®¬®¬®àä¨§¬M- «£¥¡à g : B1 �! B2, â®£¤  ®¯à¥¤¥«ï¥¬G(g) : G(B1) �! G(B2) ª ª ®£à ­¨ç¥­¨¥
g ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Be1 1 � B, G(g)(be1 1) = g(be1 1) = g(b)e1 1. �à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® G(g) |
£®¬®¬®àä¨§¬,   G | äã­ªâ®à.

�®áâà®¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ' : IdAlg�K ! GF . �ãáâì A 2 Alg-K, â®£¤  GF (A) =
F (A)e1 1 = f 
e1 1 j 
 : [n] ! Ag, 
e1 1(i) =

P
j


(j)e1 1(j; i) = 
(1)e1 1(1; i), ®âáî¤  
e1 1(i) = 0, ¥á«¨

i 6= 1, ¨ 
e1 1(1) = 
(1). �®«®¦¨¬ '(A)(a) = 
a, £¤¥ 
a : [n] ! A ¥áâì â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, çâ®

a(1) = a, 
a(j) = 0, j 6= 1. �ç¥¢¨¤­®, ®â®¡à ¦¥­¨¥ a 7! 
a ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªâ¨¢­ë¬. �¥£ª® ¯à®¢¥àï-
îâáïK-«¨­¥©­®áâì '(A), à ¢¥­áâ¢® '(A)(a1 : : : am!) = '(A)(a1) : : : '(A)(am)! ¨ â®, çâ® '(A) ¥áâì
£®¬®¬®àä¨§¬. �à®¢¥à¨¬, çâ® ' | ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥, â. ¥. á®¢¯ ¤ îâ ¤¢  ®â®¡à ¦¥-

­¨ï: A1
'(A1)
���! F (A1)e1 1

F (f)e1 1
����! F (A2)e1 1 ¨ A1

f
�! A2

'(A2)
���! F (A2)e1 1. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î äã­ªâ®à 

G ¤«ï B1
g
�! B2 ¨¬¥¥¬ G(g)(be1 1) = g(b)e1 1, â ª¨¬ ®¡à §®¬, GF (f)(
) = F (f)e1 1 = (f
)e1 1, â. ¥.

¢á¥ ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì ¨§ à ¢¥­áâ¢  (f
a)e1 1 = 
f(a), ¯à®¢¥àï¥¬®£® ¯àï¬ë¬ ¢ëç¨á«¥­¨¥¬. �â ª, '
| ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬.

�®áâà®¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬  : FG! IdAlg -M. �ãáâì B 2 Alg -M, ! 2 FG(B), â. ¥. ! :

[n]! G(B) = Be1 1. �®«®¦¨¬  (B)(!) =  (!) =
nP
i=1

�1 i(!(i)), £¤¥ !(i) 2 G(B) = Be1 1, �1 i(!(i)) 2

Bei i. �®ª ¦¥¬, çâ®  =  (B) | £®¬®¬®àä¨§¬ M- «£¥¡à, â. ¥.  (!1 : : : !m�) =  (!1) : : :  (!m)�,
£¤¥ � 2Mm. �¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢®

�i(�(k1 : : : km; k)) = ei k1 : : : ei km�ei i: (�)

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® �1 k(c)el i = �1 i(c) ¯à¨ l = k,   ¯à¨ l 6= k | íâ® ­ã«ì. �¤¥áì c 2 Be1 1.
�à¨¬¥­¨¢ ä®à¬ã«ã (�), ¯®«ãç¨¬

 (!1 : : : !m�) =
nX
i=1

�1 k(c)((!1 : : : !m�)(k)) =

=
nX
i=1

X
k1:::km

�1 k1(!1(k1)) : : : �1 km(!m(km))ek1 k1 : : : ekm km�ek k: (��)

� ª ª ª ¤«ï ª ¦¤®£® � 2Mm ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢® � =
P

i1:::im

P
k

ei1 i1 : : : eim im�ek k, â® ¢ëà ¦¥-

­¨¥  (!1) : : :  (!m)� â ª¦¥ ¬®¦­® ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¢¨¤ã (��).
�â ª,  (B) ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ M- «£¥¡à. �à®¢¥à¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­®áâì  . �«ï ª ¦¤®£® £®¬®-

¬®àä¨§¬  M- «£¥¡à g : B1 �! B2 ¤®«¦­ë ¡ëâì à ¢­ë á«¥¤ãîé¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©:

B2
g
 � B1

 (B1)
 ��� FG(B1) ¨ B2

 (B2)
 ��� FG(B2)

FG(g)
 ��� FG(B1). �¤¥áì G(g)(b) = g(be1 1) = g(b)e1 1,

FG(g) ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï [n]


�! B1e1 1

G(g)
��! B2e1 1. �á¥ á¢®¤¨âáï ª à ¢¥­áâ¢ã g

� nP
i=1

�1 i(
(i))
�
=

nP
i=1

g(�1 i(
(i))) =
nP
i=1

�1 i(g
(i)). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì, çâ® ¤«ï ¢á¥å i ¡ã-

¤¥â g(�1 i(b)) = �1 i(g(b)). � ª ª ª �1 i = xe1 i,   g ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬M- «£¥¡à, â® íâ® ¯à®¢¥àï¥âáï
­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®.

�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ®  | ¨§®¬®àä¨§¬. � ­¥¥ ¡ë«® ®â¬¥ç¥­®, çâ® B =
nP
i=1

Bei i. �  á ¬®¬

¤¥«¥, «¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® íâ  áã¬¬  K-¬®¤ã«¥© ¯àï¬ ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ! 2 FG(B) ¬®¦­®
®¤­®§­ ç­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª áâà®ªã (!(1); : : : ; !(n)), !(i) 2 Bei i. �¥¯¥àì áâ ­®¢¨âáï ®ç¥¢¨¤­ë¬
­ «¨ç¨¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï (!(1); : : : ; !(n))$ (�1 1(!(1)); : : : ; �1n(!(n))),   â. ª.
�i j ï¢«ïîâáï ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¨, â® ¨¬¥¥¬ ¨§®¬®àä¨§¬ ­  ª ¦¤®© ª®¬¯®­¥­â¥ !(i) $ �1 i(!(i)),
®âªã¤  ¯®«ãç ¥¬, çâ®  ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ M- «£¥¡à.
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�®« £ ¥¬ F (M;A) = (F1(M); F (A)), G(N;B) = (G1(N); G(B)), £¤¥ F1(M) = Map([n];M),
G1(N) = Ne1 1. �­ ç «  ¯à®¢¥à¨¬, çâ® F1(M) ¥áâì ¬®¤ã«ì ­ ¤  «£¥¡à®© F (A) ­ ¤ ®¯¥à ¤®©
M. �ãáâì 
1 2 F1(M), 
1 : [n] ! M , 
2 2 F (A); : : : ; 
k 2 F (A), ! 2 Mk, 
i : [n] ! A, 2 �
i � k, ! : [n]k � [n] ! Kk. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ F1(M) � F (A) � � � � � F (A) �Mk ! F1(M),
¯®« £ ï (
1
2 : : : 
k!)(j) =

P
1�l1:::lk�n


1(l1) : : : 
k(lk)!(l1 : : : lk; j). �¤¥áì 
1(l1) 2 M , 
i(li) 2 A ¯®

®¯à¥¤¥«¥­¨î F (A) ¯à¨ i � 2, !(l1 : : : lk; j) 2 Kk. �®£¤  
1(l1) : : : 
k(lk)!(l1 : : : lk; j) 2M , â. ª. M |
¬®¤ã«ì ­ ¤  «£¥¡à®© A. C¢®©áâ¢  ¬®¤ã«ì­®© ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¡¥§ § âàã¤­¥­¨© ¯à®¢¥àïîâáï ¯àï¬ë¬
¢ëç¨á«¥­¨¥¬ §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨© ¤«ï ®¤­¨å ¨ â¥å ¦¥  à£ã¬¥­â®¢. �â ª, F1(M) | ¬®¤ã«ì ­ ¤
 «£¥¡à®© F (A); F = (F1; F ) | äã­ªâ®à ¨§ Mod-K ¢ Mod-M: ¤«ï § ¤ ­­®£® £®¬®¬®àä¨§¬  K-
 «£¥¡à f : A1 ! A2 ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¥¬ã £®¬®¬®àä¨§¬  h ¨§ A1-¬®¤ã«ï M1 ¢ A2-¬®¤ã«ì M2

ä®à¬ã«  F1(h)(
)(i) = h(
(i)) ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ F (A1)-¬®¤ã«ï F1(M1) ¢ F (A2)-¬®¤ã«ì
F1(M2), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© £®¬®¬®àä¨§¬ã  «£¥¡à F (f) : F (A1)! F (A2).

�¥à¥©¤¥¬ ª ¯®áâà®¥­¨î äã­ªâ®à  G1 : Mod-BM ! Mod-G(B)K. �ãáâì N 2 Mod-BM, â®-
£¤  ¯®«®¦¨¬ G1(N) = Ne1 1. �®ª ¦¥¬ á­ ç « , çâ® G1(N) ¥áâì G(B)-¬®¤ã«ì ­ ¤ ®¯¥à ¤®©
e1 1Me1 1 �= K. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ G1(N)�G(B)� � � � �G(B)� e1 1Me1 1 �! G(N), ¯®« £ ï
¥£® à ¢­ë¬ ®£à ­¨ç¥­¨î ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¤«ï ¬®¤ã«ï N ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® (Ne1 1�Be1 1�� � ��Be1 1�
e1 1Mke1 1) � N�B�� � ��B�Mk. �®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® à¥§ã«ìâ â ¯à¨­ ¤«¥¦¨âNe1 1. �ãáâì
x 2 N , bi 2 B, â®£¤  (xe1 1)(b2e1 1) : : : (bke1 1)(e1 1 : : : e1 1!e1 1) = (xb2 : : : bk)(e1 1 : : : e1 1!)e1 1. � ¢¥­-
áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ á¨«ã  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¤«ï ¬®¤ã«ï N ­ ¤  «£¥¡à®© B. �âáî¤ 
¦¥ á«¥¤ã¥â  áá®æ¨ â¨¢­®áâì ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¤«ï ¬®¤ã«ï Ne1 1. �¥âàã¤­® ¯®ª § âì, çâ® á¢®©áâ¢®,
á¢ï§ ­­®¥ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯, â ª¦¥ ¢ë¯®«­¥­®. �â ª, G1(N) ¥áâì ¬®¤ã«ì ­ ¤
 «£¥¡à®© G(B) ­ ¤ ®¯¥à ¤®© e1 1Me1 1. �â®¡ë ¯à¥¢à â¨âì G1(N) ¢ ¬®¤ã«ì ­ ¤ ®¯¥à ¤®© M, ª ª
¨ ¢ëè¥, ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬ �1 : K ! e1 1Me1 1. � ª ª ª ¡�®«ìè ï ç áâì ¢ëç¨á«¥­¨© ¨
¯à®¢¥à®ª  ­ «®£¨ç­  ã¦¥ ¯à®¤¥« ­­ë¬, â® ¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì ¨å, ®¯¨áë¢ ï â®«ìª® ®¡éãî áå¥¬ã
à ááã¦¤¥­¨©.

�¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® G = (G1; G) ï¢«ï¥âáï äã­ªâ®à®¬. �áâ ¥âáï ¯®áâà®¨âì ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥
¨§®¬®àä¨§¬ë ' : IdMod -K ! GF ,  : F G ! IdMod -M. � ¦¤ë© ¨§ ­¨å ä ªâ¨ç¥áª¨ á®áâ®¨â ¨§
¤¢ãå ª®¬¯®­¥­â: ' = ('1; '), '1 : Id ! G1F1, ' : Id ! GF ,  = ( 1;  ),  1 : F1G1 ! Id,
 : FG ! Id. �â®¡à ¦¥­¨ï '1 ¨  1 áâà®ïâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì M | ¬®¤ã«ì ­ ¤
A 2 Alg-K, â®£¤  G1F1(A) = F1(A)e1 1 = f
 : [n] ! M j 
(j) = 0 ¯à¨ j 6= 1g. �¯à¥¤¥«ï¥¬
'1(M)(x) = 
x : [n]!M , 
x(1) = x, 
x(j) = 0 ¯à¨ j > 1. �¨¥ªâ¨¢­®áâì ®ç¥¢¨¤­ ,   ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥
­¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢®©áâ¢  ¯à®¢¥àïîâáï â®ç­® â ª ¦¥, ª ª ¨ ¤«ï '. �ãáâì N | ¬®¤ã«ì ­ ¤ B 2 Alg-

M, â®£¤  F1G1(N) = f
 : [n]! Ne1 1g. �á­®, çâ® N =
n

�
i=1

Nei i, ¨ ª ¦¤ë© Nei i ¥áâì Bei i-¬®¤ã«ì

­ ¤ ®¯¥à ¤®© ei iMei i. �ãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢® ¨§®¬®àä¨§¬®¢ �i j : Nei i ! Nej j , á®£« á®¢ ­­ëå á
¨§®¬®àä¨§¬ ¬¨ �i j , ¯®áâà®¥­­ë¬¨ ¢ëè¥,   ¨¬¥­­®, �i j(x) = xei j . �¥¯¥àì ®¯à¥¤¥«ï¥¬  1(N) =

 1 : F1G1(N)! N , ¯®« £ ï  1(
) =
nP
i=1

�1 i(
(i)). �¨¥ªâ¨¢­®áâì ¨ ®áâ «ì­ë¥ âà¥¡ã¥¬ë¥ ¯à®¢¥àª¨

¯à®å®¤ïâ ¯®  ­ «®£¨¨ á ¯à®¤¥« ­­ë¬¨ ¢ëè¥.
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