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� ��������� ������� ���� �������

� à ¡®â¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£ â¥®à¥¬ë � à¤  ¤«ï ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ª®¬¯ ªâ­ëå
¬­®£®®¡à §¨© á® á«®¥­¨¥¬. � ­­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¨­â¥à¥á ¢ â¥®à¨¨ ¬­®£®®¡à -
§¨© ­ ¤ «®ª «ì­ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ [1], ¯®áª®«ìªã ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ­ ¤  «£¥¡à®© A

ï¢«ï¥âáï A -¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬, â® ¥£® ¢¥é¥áâ¢¥­­ ï ç áâì ¥áâì ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ®â­®á¨â¥«ì­®
ª ­®­¨ç¥áª®£® á«®¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨¥ [2].

�á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª« ááã C1.
�­ ç «¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨

¡ §®¢®© ä®à¬ë.
�ãáâì M | ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ª®à §¬¥à­®áâ¨ [3]. �â®¡à -

¦¥­¨¥ g : M ! N , £¤¥ N | ­¥ª®â®à®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¬, ¥á«¨ ®­®
¯®áâ®ï­­® ­  á«®ïå á«®¥­¨ï.

�ãáâì (
; d) | ª®¬¯«¥ªá ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ­ M . �®à¬  ! 2 
 ­ §ë¢ ¥âáï ¡ §®¢®©,
¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® á«®ï L á«®¥­¨ï ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢ 

iv!(x) = 0; iv(d(!))(x) = 0 8v 2 TxL:

� ª àâ¥,  ¤ ¯â¨à®¢ ­­®© ª áâàãªâãà¥ á«®¥­¨ï, ¡ §®¢ ï ä®à¬  ¨¬¥¥â ¢¨¤

!i1:::ik(x
1; : : : ; xq)dxi1 ^ � � � ^ dxik ;

£¤¥ q | ª®à §¬¥à­®áâì á«®¥­¨ï, i1; : : : ; ik = 1; : : : ; q, xi1 ; : : : ; xik | ¡ §®¢ë¥ ª®®à¤¨­ âë.
�ãáâì 
B � 
 | ¯®¤ª®¬¯«¥ªá ¡ §®¢ëå ä®à¬ [1]. �®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî ª®à®âªãî â®ç­ãî

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®¬¯«¥ªá®¢:

0! 
B ! 
!



B

! 0:

�¥à¥©¤¥¬ ª ¤«¨­­®© â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ £àã¯¯ ª®£®¬®«®£¨©

0! H0

B ! H0 ! H0

=B ! H1

B
i
�! H1 ! � � � ; (1)

£¤¥ H� áãâì £àã¯¯ë ª®£®¬®«®£¨© ª®¬¯«¥ªá  ¤¥ � ¬ , H�

B | £àã¯¯ë ª®£®¬®«®£¨© ª®¬¯«¥ªá 
(
B; d), H�

=B | £àã¯¯ë ª®£®¬®«®£¨© ä ªâ®à-ª®¬¯«¥ªá  ( 



B
; d).

�¥¬¬  1. � ¤«¨­­®© â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (1) i : H1

B ! H1 ¥áâì ¬®­®¬®àä¨§¬.

� á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥ ¬ë ¢ ã¤®¡­®© ¤«ï ¤ «ì­¥©è¥£® ä®à¬¥ ¯à¨¢®¤¨¬ ¨§¢¥áâ­ë¥ ä ªâë [3].

�¥¬¬  2. �ãáâì M | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á® á«®¥­¨¥¬, p 2 L, ¨ ¯ãáâì ¢ ­¥ª®â®à®©

 ¤ ¯â¨à®¢ ­­®© ª á«®¥­¨î ª àâ¥ (U; xA), p 2 U , ­ ©¤¥âáï ­¥áâ æ¨®­ à­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
«®ª «ì­ëå á«®¥¢ Qi � L0 \ U á«®ï L0, áå®¤ïé ïáï ª ­¥ª®â®à®¬ã «®ª «ì­®¬ã á«®î Qp � L \ U
á«®ï L, ¯à®å®¤ïé¥¬ã ç¥à¥§ â®çªã p. �®£¤  ¤«ï «î¡®© ¤àã£®© â®çª¨ ep 2 L ¨  ¤ ¯â¨à®¢ ­­®© ª

á«®¥­¨î ª àâë ( eU; exA); ep 2 eU , ­ ©¤¥âáï ­¥áâ æ¨®­ à­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì «®ª «ì­ëå á«®¥¢
eQi � L0\ eU á«®ï L0, áå®¤ïé ïáï ª ­¥ª®â®à®¬ã «®ª «ì­®¬ã á«®î eQ

ep � L\ eU á«®ï L, ¯à®å®¤ïé¥¬ã
ç¥à¥§ â®çªã ep.
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�á«¨ ¯ à  £«®¡ «ì­ëå á«®¥¢ L0; L � M ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë 2, ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,
çâ® á«®© L0 ­ ¬ âë¢ ¥âáï ­  á«®© L.

�¥¬¬  3. �ãáâì M | ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ª®à §¬¥à­®áâ¨

q, g : M ! Rq | ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, â. ¥. g ¯®áâ®ï­­® ­  á«®ïå á«®¥­¨ï. Eá«¨ á«®©

L0 ­ ¬ âë¢ ¥âáï ­  á«®© L, â® §­ ç¥­¨¥ g ­  L0 à ¢­® §­ ç¥­¨î g ­  L, ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «

®â®¡à ¦¥­¨ï g ¢ â®çª å á«®ï L ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î rankfd(g)gjL < q.
� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ q = 1 ¨ g : M ! R ¥áâì ¡ §®¢ ï äã­ªæ¨ï, â® §­ ç¥­¨¥ g ­  L0 à ¢­®

§­ ç¥­¨î g ­  L ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ « äã­ªæ¨¨ g ¢ â®çª å á«®ï L à ¢¥­ ­ã«î.

�«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 L ¨§ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª
ai, «¥¦ é ï ¢ á«®¥ L0 ¨ áå®¤ïé ïáï ª p. �®íâ®¬ã ¢  ¤ ¯â¨à®¢ ­­®© ª á«®¥­¨î ª àâ¥ «®ª «ì­ë¥
á«®¨ á«®ï L0 � Qai áå®¤ïâáï ª «®ª «ì­®¬ã á«®î Lp á«®ï L. �§ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ g á«¥¤ã¥â, çâ®
g(ai) = g(p).

�ãáâì xji | âà ­á¢¥àá «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë â®ç¥ª ai, x
j
0 | âà ­á¢¥àá «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë â®ç-

ª¨ p, j = 1; : : : ; q, â®£¤  xji ! xj0. �á«¨ ¢ â®çª¥ xj0 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® rankfd(g)g = q, â®
¯® â¥®à¥¬¥ ®¡ ®¡à â­®© äã­ªæ¨¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì V â®çª¨ xj0, ­  ª®â®à®© g ï¢«ï¥âáï
¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬ ­  g(V ), çâ® ­¥¢®§¬®¦­®, ¨¡® ¨§ g(xji ) = g(xj0) á«¥¤ã¥â, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â
®âªàëâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ xj0, ­  ª®â®à®© g ¨­ê¥ªâ¨¢­®.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì M | ª®¬¯ ªâ­®¥ á¢ï§­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ª®-

à §¬¥à­®áâ¨ q. �á«¨ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : M ! Rq ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

rankfd(g)gjL < q ¤«ï «î¡®£® ª®¬¯ ªâ­®£® ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨ á«®ï L, â® ®¡à § g
¨¬¥¥â ¬¥àã ­ã«ì ¨ rankfd(g)g < q ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¨§ M .

� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ q = 1, â® «î¡ ï ¡ §®¢ ï äã­ªæ¨ï ­  M , ¤¨ää¥à¥­æ¨ « ª®â®à®© ®¡à é -

¥âáï ¢ ­ã«ì ­  á«®ïå, ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨, ¯®áâ®ï­­ .

�ãáâì M1 = fp 2 M j rankfd(g)gjp < qg. �«ï «î¡®£® §­ ç¥­¨ï a äã­ªæ¨¨ g ¯®«®¦¨¬
K(a) = M1 \ g�1(a). �®ª ¦¥¬, çâ® K(a) 6= ;. �á«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¯®§¢®«ïîâ à áá¬ âà¨¢ âì
â®«ìª® ­¥ª®¬¯ ªâ­ë¥ á«®¨ á«®¥­¨ï. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨§ ­¥ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ L á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥-
áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fpi 2 Lg â ª ï, çâ® pi ! p =2 L, p 2 L0. �§ «¥¬¬ë 3 á«¥¤ã¥â, çâ®
rankfd(g)jpg < q, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, rankfd(g)jL0g < q. �â ª, ¢á¥ §­ ç¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï g ï¢«ïîâáï
ªà¨â¨ç¥áª¨¬¨. �§ â¥®à¥¬ë � à¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬¥à  ®¡à §  g à ¢­  ­ã«î.

�á«¨ q = 1, â® ¨§ «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâ¨ M á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡à § «¨­¥©­® á¢ï§¥­,   â. ª. ®­ ¨¬¥-
¥â ¬¥àã ­ã«ì, â® ­¥ á®¤¥à¦¨â ¨­â¥à¢ «®¢. �®íâ®¬ã ®¡à § á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© â®çª¨, â. ¥. g |
¯®áâ®ï­­ ï äã­ªæ¨ï.

� ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë �¨â­¨ ® ¢«®¦¥­¨¨ ¨§ ¤ ­­®© â¥®à¥¬ë ¯®«ãç ¥¬

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì M | ª®¬¯ ªâ­®¥ á¢ï§­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ª®à §-
¬¥à­®áâ¨ q, N | ª®¬¯ ªâ­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯à®¨§¢®«ì­®© à §¬¥à­®áâ¨. �á«¨ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥ g : M ! N ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î rankfd(g)gjL < q ¤«ï «î¡®£® ª®¬¯ ªâ­®£® ¢
¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨ á«®ï L, â® rankfd(g)g < q ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¨§ M .

� «¥¥ ¯®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯à¨¬¥­¨¬ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® á«®¥¢ á«®¥­¨ï, ª®¬¯ ªâ-
­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨, ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­®.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì M | ª®¬¯ ªâ­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ª®à §¬¥à­®-

áâ¨ q. �á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨ á«®¥¢ á«®¥­¨ï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬

áç¥â­® (¢ ç áâ­®áâ¨, ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨ á«®¥¢ ­¥â), â® «î¡®¥ ¯à®¥ª-

â¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : M ! Rq ¨¬¥¥â ®¡à § ¬¥àë ­ã«ì ¨ rankfd(g)g < q ¢ ª ¦¤®© â®çª¥

¨§ M .

� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ q = 1, â® «î¡ ï ¡ §®¢ ï äã­ªæ¨ï ­  M ¯®áâ®ï­­ .
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�ãáâì M 0 | ¬­®¦¥áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ â®ç¥ª, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­-
­®© â®¯®«®£¨¨ á«®ïå á«®¥­¨ï. �­®¦¥áâ¢® á«®¥¢, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ M 0, ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­®. �®-
áª®«ìªã g ¯®áâ®ï­­® ­  á«®ïå á«®¥­¨ï, ¬­®¦¥áâ¢® g(M 0) áç¥â­® ¨, §­ ç¨â, ¨¬¥¥â ¬¥àã ­ã«ì. �§
¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï g(M nM 0) ¡ã¤ãâ ªà¨â¨ç¥áª¨¬¨.
�§ â¥®à¥¬ë � à¤  ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® g(M) = g(M nM1) [ g(M1) ¨¬¥¥â ¬¥àã ­ã«ì.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì M | ª®¬¯ ªâ­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ª®à §¬¥à­®áâ¨
q, N | ª®¬¯ ªâ­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥. �á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨
á«®¥¢ á«®¥­¨ï ­ M ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­® (¢ ç áâ­®áâ¨, ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨
á«®¥¢ ­¥â), â® ¢á¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï g :M ! N ¨¬¥îâ rankfd(g)g < q ¢ ª ¦¤®© â®çª¥
¨§ M .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë �¨â­¨ ® ¢«®¦¥­¨¨.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì M | ª®¬¯ ªâ­®¥ á¢ï§­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ª®à §-
¬¥à­®áâ¨ 1. �á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨ á«®¥¢ á«®¥­¨ï ­¥ ¡®«¥¥
ç¥¬ áç¥â­® (¢ ç áâ­®áâ¨, ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨ á«®¥¢ ­¥â), â® dim
1

B �
dimH1(M) <1.

� ª ª ª ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ 
2

B = 0, â® ¤«ï «î¡®© ! 2 
1

B ¨¬¥¥¬ d! = 0, ¯®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­
ª« áá ª®£®¬®«®£¨© [!] 2 H1

B. �® 
0

B
�= R, §­ ç¨â, ¤«ï «î¡ëå !1; !2 2 [!] ¨¬¥¥¬ !1 = !2.

�®íâ®¬ã H1

B
�= 
1(M), ¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1 ¨ ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨ ª®£®¬®«®£¨© ¤¥ � ¬  ª®¬¯ ªâ­®£®

¬­®£®®¡à §¨ï ¨¬¥¥¬ dim
1

B = dimH1

B � dimH1(M) <1.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �ãáâì M | ª®¬¯ ªâ­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ª®à §¬¥à­®áâ¨
q, ¯à¨ç¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ­ëå ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨ á«®¥¢ á«®¥­¨ï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬
áç¥â­® (¢ ç áâ­®áâ¨, ¢®§¬®¦­® ¯ãáâ®). �á«¨ G : M ! N | ¯®£àã¦¥­¨¥ G ¬­®£®®¡à §¨ï M ¢
¯à®¨§¢®«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ � : N ! B, ï¢«ïîé¥¥áï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨©, â® rankfd(� � G)g < q ¢
ª ¦¤®© â®çª¥ ¨§ M .

�¨â¥à âãà 
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