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�¢¥¤¥­¨¥

� [1] áä®à¬ã«¨à®¢ ­ë ¤¢¥ \ª®­ä®à¬­ë¥" § ¤ ç¨: ¯¥à¥ç¨á«¨âì ¢á¥ à¥£ã«ïà­ë¥ (¯ à ««¥«¨-
§ã¥¬ë¥) 3-âª ­¨, ®¡à §®¢ ­­ë¥ ¯ãçª ¬¨ ®ªàã¦­®áâ¥©, ¨ ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥àë 4-âª ­¥©, ®¡à §®¢ ­-
­ëå ¯ãçª ¬¨ áä¥à ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ª®­ä®à¬­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. � ¯®¬­¨¬, çâ® 3-âª ­ì ­ §ë¢ ¥âáï
¯ à ««¥«¨§ã¥¬®© ¨«¨ à¥£ã«ïà­®©, ¥á«¨ ®­  íª¢¨¢ «¥­â­  âª ­¨, ®¡à §®¢ ­­®© á¥¬¥©áâ¢ ¬¨ ¯ -
à ««¥«ì­ëå ¯«®áª®áâ¥©.

�¥è¥­¨¥¬ ¯¥à¢®© § ¤ ç¨ § ­¨¬ «®áì ­¥áª®«ìª®  ¢â®à®¢, ­®, ­¥á¬®âàï ­  ª ¦ãéãîáï ¯à®áâ®-
âã ä®à¬ã«¨à®¢ª¨, ®­  ¤®«£® ­¥ ¯®¤¤ ¢ « áì à¥è¥­¨î. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ¢á¥  ¢â®àë ¨á¯®«ì§®¢ «¨
¯ãâì, ¯à¥¤«®¦¥­­ë© �«ïèª¥ | ¢ëç¨á«ï«¨ ªà¨¢¨§­ã âª ­¨ ¨ ¯à¨à ¢­¨¢ «¨ ¥¥ ­ã«î. �â®â ¯ãâì
¯à¨¢®¤¨« ª £à®¬®§¤ª¨¬ ¢ëç¨á«¥­¨ï¬, ª®â®àë¥ ®âç¥â«¨¢® ­¨ª®¬ã ¤®¢¥áâ¨ ¤® ª®­æ  ­¥ ã¤ «®áì.
� [2] ®¤­¨¬ ¨§  ¢â®à®¢ ¯à¥¤«®¦¥­ ¤àã£®© ¯ãâì, ®á­®¢ ­­ë© ­  ¢­¥è­¥ ¢¥áì¬  ¯à®áâ®¬ ä ª-
â¥: ®ª § «®áì, çâ® £« ¤ª ï ç áâì £à ­¨ç­®© ªà¨¢®© «î¡®© à¥£ã«ïà­®© ªà¨¢®«¨­¥©­®© 3-âª ­¨
¯à¨­ ¤«¥¦¨â íâ®© âª ­¨. � ¯®¬®éìî íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢ [2] áâà®£® ¤®ª § ­®, çâ® ªà®¬¥ ¨§-
¢¥áâ­ëå á¥¬¨ ª« áá®¢ à¥£ã«ïà­ëå ªàã£®¢ëå 3-âª ­¥©, ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ¢ [3], ¤àã£¨å ª« áá®¢ ­¥
áãé¥áâ¢ã¥â.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® § ¤ çã ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ à¥£ã«ïà­ëå 4-âª ­¥©, ®¡à §®-
¢ ­­ëå ¯ãçª ¬¨ áä¥à ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ª®­ä®à¬­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ (ª®à®ç¥, áä¥à¨ç¥áª¨å 4-âª ­¥©)
¬®¦­® íää¥ªâ¨¢­® à¥è âì, ¨á¯®«ì§ãï ¬¥â®¤ë ¨ à¥§ã«ìâ âë à ¡®âë [2].

�®-¯¥à¢ëå, ®¡®¡é ¥âáï â¥®à¥¬  ® £à ­¨æ å à¥£ã«ïà­ëå ªà¨¢®«¨­¥©­ëå 3-âª ­¥© ¤«ï à¥£ã-
«ïà­ëå (n+ 1)-âª ­¥© ª®à §¬¥à­®áâ¨ 1.

�®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ([4], á. 4) (n + 1)-âª ­ì W ®¡à §®¢ ­  ­  n-¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ X
n+ 1 á«®¥­¨ï¬¨ ª®à §¬¥à­®áâ¨ 1, ­ å®¤ïé¨¬¨áï ¢ ®¡é¥¬ ¯®«®¦¥­¨¨. �®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â, çâ®
ç¥à¥§ ª ¦¤ãî â®çªã M ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®å®¤ïâ ¢ â®ç­®áâ¨ n+1 á«®¥¢ âª ­¨, ¯® ®¤­®¬ã
¨§ ª ¦¤®£® á«®¥­¨ï, ¯à¨ç¥¬ «î¡ë¥ n ¨§ ­¨å ­ å®¤ïâáï ¢ ®¡é¥¬ ¯®«®¦¥­¨¨ | ª á â¥«ì­ë¥
¯«®áª®áâ¨ ª ­¨¬ (¢ â®çª¥ M) ¨¬¥îâ ­ã«ì¬¥à­®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥. �­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ãª § ­­ë¥ ª á -
â¥«ì­ë¥ ¯«®áª®áâ¨ ®¡à §ãîâ ª®à¥¯¥à ¢ â®çª¥ M .

�ãáâì á«®¥­¨ï ��, � = 1; 2; : : : ; n + 1, (n + 1)-âª ­¨ W § ¤ ­ë ¢ ­¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨ U ¢
«®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ãà ¢­¥­¨ï¬¨

F�(x1; x2; : : : ; xn) = c� = const; (0.1)

â®£¤  ãá«®¢¨¥ \¢ ®¡é¥¬ ¯®«®¦¥­¨¨" íª¢¨¢ «¥­â­® â®¬ã, çâ® ¢á¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ n-£® ¯®àï¤ª 
n � (n + 1)-¬ âà¨æë G, á®áâ ¢«¥­­®© ¨§ £à ¤¨¥­â®¢ äã­ªæ¨© F�, ®â«¨ç­ë ®â ­ã«ï ¢ ª ¦¤®©
â®çª¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï âª ­¨.

�®çª¨ ®¡« áâ¨ U , ¢ ª®â®àëå à ­£ ª ª®£®-«¨¡® ¨§ íâ¨å ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¬¥­ìè¥ n, ­ §ë¢ ¥¬,
á«¥¤ãï [2], £à ­¨ç­ë¬¨. �­¨ ­¥ ¢å®¤ïâ ¢ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï âª ­¨ ¨ ®¡à §ãîâ £à ­¨æã (à §¬¥à-
­®áâ¨ (n�1), ¢®®¡é¥ £®¢®àï). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �� âã ª®¬¯®­¥­âã £à ­¨æë, ª®â®à ï ¢ë¤¥«ï¥âáï
®¡à é¥­¨¥¬ ¢ ­ã«ì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¬ âà¨æë G, ¯®«ãç îé¥£®áï ¢ëç¥àª¨¢ ¥¬ ¨§ ­¥¥ áâ®«¡æ  á
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­®¬¥à®¬ � (íâ®â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì â ª¦¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ ��). �®£¤  ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï
âª ­¨ ¥áâì U= [ ��.

�ª ­ì ­ §®¢¥¬ ¯ à ¡®«¨ç¥áª®©, ¥á«¨ ®¡à é¥­¨¥ ¢ ­ã«ì ª ª®£®-«¨¡® ®¤­®£® ¨§ n+ 1 ®¯à¥¤¥-
«¨â¥«¥© �� ¢«¥ç¥â ®¡à é¥­¨¥ ¢ ­ã«ì ¢á¥å ®áâ «ì­ëå.

� à ¡®â¥ ¡ã¤¥â ¤®ª § ­® á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ®¡®¡é îé¥¥  ­ «®£¨ç­®¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥
¤«ï ªà¨¢®«¨­¥©­ëå âª ­¥©.

�¥®à¥¬  1 (®¡®¡é¥­¨¥ â¥®à¥¬ë �¥«¥å®¢  ® £à ­¨æ å à¥£ã«ïà­ëå ªà¨¢®«¨­¥©­ëå 3-âª ­¥©).
�á«¨ ­¥¯ à ¡®«¨ç¥áª ï (n + 1)-âª ­ì W ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­®© (¯ à ««¥«¨§ã¥¬®©), â® £« ¤ª ï

ç áâì ¥¥ £à ­¨ç­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ �� ¯à¨­ ¤«¥¦¨â á¥¬¥©áâ¢ã �� íâ®© âª ­¨.

�® ¢â®à®© ç áâ¨ à ¡®âë à áá¬ âà¨¢ îâáï áä¥à¨ç¥áª¨¥ 4-âª ­¨ W , â. ¥. âª ­¨, ®¡à §®¢ ­-
­ë¥ ç¥âëàì¬ï ¯ãçª ¬¨ áä¥à ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ª®­ä®à¬­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �ä¥à¨ç¥áª¨¥ 4-âª ­¨,
ã ª®â®àëå ­¨ª ª¨¥ ¤¢  ¯ãçª  ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¥© áä¥àë, ­ §¢ ­ë ®á­®¢­ë¬¨. �« ¢­ë© à¥§ã«ìâ â
à ¡®âë

�¥®à¥¬  2. �ä¥à¨ç¥áª ï 4-âª ­ì W ®á­®¢­®£® â¨¯  ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à¥£ã«ïà­®©.

1. �¥®à¥¬  ® £à ­¨æ å ®¤­®á¢ï§­ëå ®¡« áâ¥© à¥£ã«ïà­®© (n + 1)-âª ­¨

�ãáâì á«®¥­¨ï �� ª®à §¬¥à­®áâ¨ 1, ®¡à §ãîé¨¥ (n+ 1)-âª ­ì W ­  £« ¤ª®¬ n-¬¥à­®¬ ¬­®-
£®®¡à §¨¨ X, § ¤ ­ë ¢ ­¥ª®â®àëå «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (0.1).

�ãáâì M | â ª ï â®çª  ®¡« áâ¨ U , çâ® ¢ ­¥© ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ¬¨­®à®¢ ¯®àï¤ª 
n ¬ âà¨æë G ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®â ­ã«ï ®â«¨ç¥­ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì �n+1. �®£¤  ¢
­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ M «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ¬®¦­® ¢ë¡à âì â ª, çâ® ¯¥à¢ë¥ n á«®-
¥­¨© âª ­¨ áâ ­ãâ ª®®à¤¨­ â­ë¬¨, â. ¥. ¡ã¤ãâ ®¯à¥¤¥«ïâìáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ xi = ci, i = 1; 2; : : : ; n.
�«ï ªà âª®áâ¨ â ª¨¥ ª®®à¤¨­ âë ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ë¬¨. �  ¤ ¯â¨-
à®¢ ­­ëå ª®®à¤¨­ â å ¯®á«¥¤­¥¥ á«®¥­¨¥ ¡ã¤¥â § ¤ ¢ âìáï ãà ¢­¥­¨¥¬ ¢¨¤  (0.1), â. ¥. ¥£® á«®¨
¡ã¤ãâ ¯®¢¥àå­®áâï¬¨ ãà®¢­ï ­¥ª®â®à®© (£« ¤ª®©) äã­ªæ¨¨

y = F (x1; x2; : : : ; xn): (1.1)

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ãà ¢­¥­¨¥ (1.1) á¢ï§ë¢ ¥â ¯ à ¬¥âàë á«®¥¢ (n + 1)-âª ­¨ W , ¯à®å®¤ïé¨å
ç¥à¥§ ®¤­ã â®çªã, ¨ ­ §ë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ íâ®© âª ­¨.

� ¬ ï ¯à®áâ ï (n + 1)-âª ­ì-¯ à ««¥«ì­ ï | ®¡à §®¢ ­  n + 1 á¥¬¥©áâ¢ ¬¨ ¯ à ««¥«ì­ëå
£¨¯¥à¯«®áª®áâ¥© ¢  ää¨­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �à¨ ¯®¤å®¤ïé¥¬ ¢ë¡®à¥ ª®®à¤¨­ â ãà ¢­¥­¨¥ â ª®©
âª ­¨ § ¯¨è¥âáï ¢ ¢¨¤¥

y = x1 + x2 + � � �+ xn: (1.2)

�¥¯¥àì § ¬¥â¨¬, çâ®, ¢ë¡à ¢ ¢ ­¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ë¥ ª®®à¤¨­ âë, ¡ã¤¥¬ ¨áª«î-
ç âì ¨§ ­¥¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî £à ­¨ç­ãî ¯®¢¥àå­®áâì (¢ ¢ë¡à ­­ëå ¢ëè¥ ª®®à¤¨­ â å | ¯®-
¢¥àå­®áâì �n+1). �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ âª ­ì ï¢«ï¥âáï ¯ à ¡®«¨ç¥áª®©, â® ¨§ íâ®© ®¡« áâ¨ ¨áª«îç -
îâáï ¢á¥ £à ­¨ç­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨. �®íâ®¬ã ¨áá«¥¤®¢ âì £à ­¨ç­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ âª ­¨ ¢  ¤ ¯â¨-
à®¢ ­­ëå ª®®à¤¨­ â å ¬®¦­® â®«ìª® ã âª ­¥© ­¥¯ à ¡®«¨ç¥áª®£® â¨¯ .

�á­®¢­®¥ á¢®©áâ¢® (n+ 1)-âª ­¨ | âà ­á¢¥àá «ì­®áâì ¯®¢¥àå­®áâ¥© | á®åà ­ï¥âáï ¯à¨ «®-
ª «ì­® ¤¨ää¥®¬®àä­®© § ¬¥­¥ ¯ à ¬¥âà®¢ c� = '�(ec�) ¢ á¥¬¥©áâ¢ å, ®¡à §ãîé¨å âª ­ì. �®¢®-
ªã¯­®áâì n+ 1 â ª¨å «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ­ §ë¢ ¥âáï ¨§®â®¯¨¥© ¨«¨ ¨§®â®¯¨ç¥áª¨¬
¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬. �§®â®¯¨î ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì â ª¦¥ ª ª «®ª «ì­® ¤¨ää¥®¬®àä­®¥ ®â®-
¡à ¦¥­¨¥ § ¤ ­­®© (n+1)-âª ­¨ ­  ­¥ª®â®àãî ¤àã£ãî (n+1)-âª ­ì, «®ª «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ãî
¯¥à¢®©. �§®â®¯¨ï| ­ ¨¡®«¥¥ è¨à®ª®¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, á®åà ­ïîé¥¥ âà ­á¢¥àá «ì-
­®áâì.

�á«¨ ¢ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯ à ««¥«ì­®© (n + 1)-âª ­¨, § ¤ ­­®© ãà ¢­¥­¨¥¬ (1.2), ¢¬¥-
áâ®  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ëå ª®®à¤¨­ â xi ¢¢¥áâ¨ ­®¢ë¥  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ë¥ ª®®à¤¨­ âë exi = ('i)�1(xi),
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â® ãà ¢­¥­¨¥ (1.2) ¯à¨¬¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤ (¢®«­ã ­ ¤ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ xi ¤«ï ã¤®¡áâ¢  § ¯¨á¨
®¯ãáª ¥¬):

y = '1(x1) + '2(x2) + � � �+ 'n(xn): (1.3)

�à ¢­¥­¨¥ (1.3) ¢ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­®¢ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå xi § ¤ ¥â ­¥ª®â®àãî à¥£ã«ïà­ãî
(n+1)-âª ­ì, íª¢¨¢ «¥­â­ãî ¯ à ««¥«ì­®© âª ­¨ (1.2). �ëïá­¨¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« £à ­¨ç-
­ëå â®ç¥ª. �ãáâì â®çª  M ¯à¨­ ¤«¥¦¨â £à ­¨ç­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ��. �®£¤  á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥-
­¨î ¢ íâ®© â®çª¥ £à ¤¨¥­âë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å n á«®¥¢ âª ­¨ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
ª á â¥«ì­ë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¨¬¥îâ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­ã«ì¬¥à­®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ®¤­®¬¥à­®¥.
(�¤­ ª® ¢ ª ª¨å-â® á«ãç ïå ®­® ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¯à®¨§¢®«ì­ãî à §¬¥à­®áâì p, n � 1 > p > 0,  
§­ ç¨â, £à ­¨ç­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¬®¦­® ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ âì ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢¥«¨ç¨­ë p.)

� ¯ à ¡®«¨ç¥áª®¬ á«ãç ¥, ¯®áª®«ìªã ®¡à é¥­¨¥ ¢ ­ã«ì ®¤­®£® ¨§ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© �� ¢«¥ç¥â
®¡à é¥­¨¥ ¢ ­ã«ì ¢á¥å ®áâ «ì­ëå, ¢ £à ­¨ç­ëå â®çª å ª á îâáï ¤àã£ ¤àã£  ¢á¥ n+1 á«®¥¢ âª ­¨.
�à¨ íâ®¬ à §¬¥à­®áâì p ®¡é¥£® ª á â¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  â ª¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¨§¢®«ì­®©.

�ãáâì à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï (n + 1)-âª ­ì W ï¢«ï¥âáï ­¥¯ à ¡®«¨ç¥áª®© ¨ § ¤ ­  ãà ¢­¥­¨¥¬
(1.1). �®£¤  ¢  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ëå ª®®à¤¨­ â å ¥¥ £à ­¨ç­ ï ¯®¢¥àå­®áâì �i ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãà ¢­¥-
­¨¥¬ @F

@xi
= 0. �â® ãà ¢­¥­¨¥ ¢ë¤¥«ï¥â â®çª¨, ¢ ª®â®àëå ª á â¥«ì­ ï ¯«®áª®áâì ª á«®î y = const

á®¤¥à¦¨â ®¤­®¬¥à­®¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ i. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ íâ®© â®çª¥ ¢á¥ á«®¨ âª ­¨, ªà®¬¥ á«®ï
xi = const, ª á îâáï ®¤­®¬¥à­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï xi.

�ãáâì â¥¯¥àì (n + 1)-âª ­ì W ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­®© ¨ ­¥¯ à ¡®«¨ç¥áª®©, â®£¤  ¥¥ ¬®¦­®
§ ¤ âì ãà ¢­¥­¨¥¬ (1.3). �à ­¨ç­ ï ¯®¢¥àå­®áâì �i, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬
@'i

@xi
= 0. �¥è¥­¨ï íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï, ¥á«¨ ®­¨ ¥áâì, ¨¬¥îâ ¢¨¤ xi = ci = const,   íâ® ãà ¢­¥­¨¥

­¥ª®â®à®£® á«®ï Fi ¨§ i-£® á«®¥­¨ï âª ­¨ W . �®áª®«ìªã ¤àã£¨å á®®â­®è¥­¨©, á¢ï§ë¢ îé¨å
¯¥à¥¬¥­­ë¥ xi, ­¥â, â® ¯®«ãç ¥âáï, çâ® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ á«®ï Fi ®áâ «ì­ë¥ á«®¨ âª ­¨ ¨¬¥îâ
®¡é¥¥ ®¤­®¬¥à­®¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¥, ­ ¯à ¢«¥­­®¥ ¯® £à ¤¨¥­âã íâ®£® á«®ï. �¥¬ á ¬ë¬ â¥®à¥¬  1
¤®ª § ­ .

2. �¥âëà¥-âª ­¨, ®¡à §®¢ ­­ë¥ ¯ãçª ¬¨ áä¥à

� ¤ ¤¨¬ ãà ¢­¥­¨ï ¯ãçª®¢ áä¥à, ®¡à §ãîé¨å ­¥ª®â®àãî áä¥à¨ç¥áªãî ç¥âëà¥-âª ­ì W , ¢
¢¨¤¥

S�1 + x�S�2 = 0; � = 1; 4; (2.1)

£¤¥ S�1 ¨ S�2 | ¡ §¨á­ë¥ áä¥àë ¯ãçª  ��, x� | ¯ à ¬¥âà ¯ãçª  ��. �à ¢­¥­¨¥ ¡ §¨á­®© áä¥àë,
­ ¯à¨¬¥à, S�1 § ¯¨è¥¬ ¢ ¢¨¤¥:

S�1 � a�1(x
2 + y2 + z2) + b�1x+ c�1y + d�1z + e�1 = 0

¨ ¯®«®¦¨¬

e� = e�1 + x�e�2 ; d� = d�1 + x�d�2 ; a� = a�1 + x�a�2 ;

b� = b�1 + x�b�2 ; c� = c�1 + x�c�2 ; � = 1; 4:

�­ «®£¨ç­® â®¬ã, ª ª íâ® ¡ë«® á¤¥« ­® ¢ [1], ¨áª«îç¨¬ ¨§ ãà ¢­¥­¨© (2.1) ª®®à¤¨­ âë x, y,
z ¨ ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ áä¥à¨ç¥áª®© âª ­¨ ¢ ¢¨¤¥

(aecd)2 + (abed)2 + (abce)2 = (abcd)(ebcd); (2.2)

£¤¥ (abcd) | ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ç¥â¢¥àâ®£® ¯®àï¤ª , áâ®«¡æ ¬¨ ª®â®à®£® ¡ã¤ãâ ¢¥ªâ®àë a(a�), b(b�),
c(c�), d(d�) ¨ â. ¤.

� ª ¢¨¤­® ¨§ (2.2), ãà ¢­¥­¨¥ áä¥à¨ç¥áª®© âª ­¨ ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â¨ç­ë¬ ¯® ª ¦¤®© ¨§
¯¥à¥¬¥­­ëå x�.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à®¥ªâ¨¢­ãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î � à¡ã ¬­®£®®¡à §¨ï áä¥à.
� ­¥© â®çª¨ ¯à®áâà ­áâ¢  (áä¥àë ­ã«¥¢®£® à ¤¨ãá ) ¨§®¡à ¦ îâáï â®çª ¬¨ ­¥ª®â®à®© ®¢ «ì­®©
ª¢ ¤à¨ª¨ ç¥âëà¥å¬¥à­®£® ¯à®¥ªâ¨¢­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  P 4, ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï ª¢ ¤à¨ª®© � à¡ã,
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¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¥¥K. �á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ áä¥àë § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ a(x2+y2+z2)+bx+cy+dz+e = 0,
â® ãà ¢­¥­¨¥ ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã K ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢¨¤

b2 + c2 + d2 � 4ae = 0: (2.3)

�ä¥àë ­¥­ã«¥¢®£® à ¤¨ãá  ¨§®¡à ¦ îâáï â®çª ¬¨ ¢­¥è­¥© (¯® ®â­®è¥­¨î ª ª¢ ¤à¨ª¥ � à¡ã)
®¡« áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  P 4, ¯ãçª¨ áä¥à | ¯àï¬ë¬¨ ¢ P 4, á¢ï§ª¨ áä¥à | ¤¢ã¬¥à­ë¬¨ ¯«®áª®áâï-
¬¨, £¨¯¥àá¢ï§ª¨ | £¨¯¥à¯«®áª®áâï¬¨. �à¨ íâ®¬ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¥, í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ¨ ¯ à ¡®«¨ç¥-
áª¨¥ ¯ãçª¨ áä¥à ¨§®¡à ¦ îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯àï¬ë¬¨, ¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨, ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨
¨ ª á îé¨¬¨áï ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã; ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨¥ á¢ï§ª¨ ¨ £¨¯¥àá¢ï§ª¨ áä¥à | á®®â¢¥âáâ¢¥­­®
¤¢ã¬¥à­ë¬¨ ¨ âà¥å¬¥à­ë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨, ª á îé¨¬¨áï ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã; ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¯ãçª¨
¨ á¢ï§ª¨ áä¥à | ¯àï¬ë¬¨ ¨ ¯«®áª®áâï¬¨, á®¯àï¦¥­­ë¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã. �®çª¨,
¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ áä¥à¥ C, ¨§®¡à ¦ îâáï â®çª ¬¨ ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã, «¥¦ é¨¬¨ ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨
íâ®© ª¢ ¤à¨ª¨ á £¨¯¥à¯«®áª®áâìî, á®¯àï¦¥­­®© â®çª¥ C; â®çª¨ ®ªàã¦­®áâ¨, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥©
¢á¥¬ áä¥à ¬ ¯ãçª  | â®çª ¬¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã á ¤¢ã¬¥à­®© ¯«®áª®áâìî, ¯®«ïà­®©
¯àï¬®©, ¨§®¡à ¦ îé¥© ¯ãç®ª, ¨ â. ¤.

�â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ª á îé¨¥áï ¤àã£ ¤àã£  áä¥àë ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®¬ã ¯ à ¡®«¨ç¥áª®¬ã
¯ãçªã, ¨ ¯®íâ®¬ã ¨§®¡à ¦ îâáï â®çª ¬¨, «¥¦ é¨¬¨ ­  ¯àï¬®©, ª á îé¥©áï ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã.
�à¨ áä¥àë, ª á îé¨¥áï ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© m ¢ â®çª¥ M , ¯®à®¦¤ îâ ¯ à ¡®«¨ç¥áªãî á¢ï§ªã
áä¥à, ¯à¨ç¥¬ áä¥àë á æ¥­âà ¬¨ ­  m, ¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ â®çªã M , ®¡à §ãîâ ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨©
¯ãç®ª áä¥à, ®àâ®£®­ «ì­ë© íâ®© á¢ï§ª¥. � ¯à®¥ªâ¨¢­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ íâ¨ ®¡ê¥ªâë ¨§®¡à ¦ îâ-
áï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¤¢ã¬¥à­®© ¯«®áª®áâìî ¨ ¯àï¬®©, ª á îé¨¬¨áï ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã ¢ ­¥ª®â®à®©
â®çª¥ (¢ ®¡à §¥ â®çª¨ M) ¨ ¯®«ïà­® á®¯àï¦¥­­ë¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® íâ®© ª¢ ¤à¨ª¨.

4-âª ­ì W , ®¡à §®¢ ­­ ï ç¥âëàì¬ï ¯ãçª ¬¨ áä¥à, ¨§®¡à ¦ ¥âáï ¢ ¯à®¥ªâ¨¢­®¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ P 4 ç¥âëàì¬ï ¯àï¬ë¬¨, ®¡®§­ ç¨¬ ¨å `�. � ª ª ª ç¥âëà¥ áä¥àë, ¢§ïâë¥ ¨§ à §­ëå ¯ãçª®¢
4-âª ­¨ W ¨ ¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ ®¤­ã â®çªã, ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®© ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© £¨¯¥àá¢ï§ª¥,
â® ®¡à §ë íâ¨å áä¥à ¢ P 4 ¥áâì â®çª¨, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨, ª á îé¥©áï ª¢ ¤à¨ª¨
� à¡ã K. �¡®§­ ç¨¬ (¥á«¨ íâ® ­¥ ¡ã¤¥â ¯à¨¢®¤¨âì ª ¯ãâ ­¨æ¥) ®¡à §ë áä¥à ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ P 4

â¥¬¨ ¦¥ á¨¬¢®« ¬¨, çâ® ¨ ¢ ¨áå®¤­®¬ ª®­ä®à¬­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.
� ª®­¥æ, ¤ ¤¨¬ ¨­â¥à¯à¥â æ¨î 3-¯®¤âª ­ï¬ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© 4-âª ­¨ W .
� ¯®¬­¨¬, çâ® 3-¯®¤âª ­ì ¢ëá¥ª ¥âáï ­  ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ á«®¥ ­¥ª®â®à®£® á«®¥­¨ï âª ­¨ W

á«®ï¬¨ ¨§ ¤àã£¨å á«®¥­¨©. �¨ªá¨àã¥¬ áä¥àã S, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ¯ãçª¥ �4 ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ¢ëá¥ª ¥¬ãî
­  ­¥© ®áâ «ì­ë¬¨ áä¥à ¬¨ ¯ãçª®¢ �i, i = 1; 2; 3, ªàã£®¢ãî 3-âª ­ì ç¥à¥§ W 0. � ©¤¥¬ ®¡à §
� à¡ã íâ®© âª ­¨.

�à¥¦¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® ¯«®áª®áâì �, ¯®«ïà­® á®¯àï¦¥­­ ï â®çª¥ S ®â­®á¨â¥«ì­® ª¢ -
¤à¨ª¨ � à¡ã K, ¯¥à¥á¥ª ¥â K ¯® ¤¢ã¬¥à­®© áä¥à¥, ª®â®àãî ®¡®§­ ç¨¬ K(S). �ªàã¦­®áâ¨,
®¡à §ãîé¨¥ âà¨-âª ­ì W 0, ¢ëá¥ª îâáï ­  ª¢ ¤à¨ª¥ � à¡ã K ¤¢ã¬¥à­ë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨, ¯®-
«ïà­® á®¯àï¦¥­­ë¬¨ (®â­®á¨â¥«ì­® íâ®© ª¢ ¤à¨ª¨) ¯àï¬ë¬, á®¥¤¨­ïîé¨¬ â®çªã S á â®çª ¬¨
¯àï¬ëå `i, i = 1; 2; 3. �® ¢á¥ íâ¨ ®ªàã¦­®áâ¨ «¥¦ â ¢ âà¥å¬¥à­®© ¯«®áª®áâ¨ � ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®, ¢ëá¥ª ¥¬ë¥ ¨¬¨ ®ªàã¦­®áâ¨ âª ­¨ W 0 «¥¦ â ­  ¤¢ã¬¥à­®© áä¥à¥ K(S). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
íâ  áä¥à  ¢ ¯«®áª®áâ¨ � ¨ ¥áâì ª¢ ¤à¨ª  � à¡ã ¯à®¥ªâ¨¢­®© ¬®¤¥«¨ âà¥å¬¥à­®£® ¯à®¥ªâ¨¢­®-
£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¤«ï 3-âª ­¨ W 0. �ãçª¨ ®ªàã¦­®áâ¥©, ®¡à §ãîé¨å íâã âª ­ì, ¨§®¡à ¦ îâáï
¢ ¯«®áª®áâ¨ � âà¥¬ï ¯àï¬ë¬¨ `01, `

0

2 ¨ `03 | ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¯àï¬ëå `1, `2 ¨ `3 ­  ¯«®áª®áâì � ¨§
â®çª¨ S.

�¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© âª ­¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢á¥ ª®­ä®à¬­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,
¨§ ª®â®à®£® ­ã¦­® ã¤ «¨âì ®¡é¨¥ ®ªàã¦­®áâ¨ í««¨¯â¨ç¥áª¨å ¯ãçª®¢, ­ã«¥¢ë¥ ®ªàã¦­®áâ¨
£¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å ¯ãçª®¢, ¢¥àè¨­ë ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨å ¯ãçª®¢,   â ª¦¥ £à ­¨ç­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ��,
®¡à §®¢ ­­ë¥, ª ª ¡ë«® áª § ­® ¢ëè¥, â®çª ¬¨, ¢ ª®â®àëå âà¨ áä¥àë, ¢§ïâë¥ ¯® ®¤­®© ¨§
ª ª¨å-«¨¡® âà¥å ¯ãçª®¢, ¨¬¥îâ ®¡éãî ª á â¥«ì­ãî. �à ¢­¥­¨ï ¯®¢¥àå­®áâ¥© �� ¬®¦­® ­ ©â¨
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�ãáâì S1, S2 ¨ S3 | âà¨ áä¥àë, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¯ãçª ¬ áä¥à, ¨ ¯ãáâì ®­¨
¨¬¥îâ ®¡éãî ª á â¥«ì­ãî ¢ â®çª¥ M . �â¨ áä¥àë ¯®à®¦¤ îâ ¯ à ¡®«¨ç¥áªãî á¢ï§ªã áä¥à á
¢¥àè¨­®© ¢ M . �à¨ íâ®¬ â®çª  M â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â á¢ï§ª¥ (ª ª áä¥à  ­ã«¥¢®£® à ¤¨ãá ).
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�®íâ®¬ã ¥¥ ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¡ §¨á­ëå áä¥à:M = aS1+bS2+cS3.
� ¯à®¥ªâ¨¢­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ P 4 á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯«®áª®áâì [S1; S2; S3] ª á ¥âáï ª¢ ¤à¨ª¨ � à-
¡ã ¢ â®çª¥M , ¯®íâ®¬ã ®­  á®¯àï¦¥­  ª ¦¤®© ¨§ â®ç¥ª S1, S2, S3 ®â­®á¨â¥«ì­® ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã.
�á«®¢¨¥ á®¯àï¦¥­­®áâ¨ § ¯¨áë¢ îâ ¢ ¢¨¤¥ (M;S1) = 0 ¨ â. ¤., £¤¥ áª®¡ª¨ ®§­ ç îâ ¡¨«¨­¥©­ãî
á¨¬¬¥âà¨ç­ãî ä®à¬ã, á®¯àï¦¥­­ãî ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬¥, áâ®ïé¥© ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ãà ¢­¥­¨ï
(2.3), ®¯à¥¤¥«ïîé¥£® ª¢ ¤à¨ªã � à¡ã. �®¤áâ ¢«ïï ¢ íâ¨ âà¨ à ¢¥­áâ¢  à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï â®çª¨
M , ¯®«ãç¨¬ âà¨ ®¤­®à®¤­ëå ãà ¢­¥­¨ï ­  ¯ à ¬¥âàë a, b, c. � ª ª ª â®çª  M áãé¥áâ¢ã¥â,
â® á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢®¥ à¥è¥­¨¥, â. ¥. á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì (®¯à¥¤¥«¨â¥«ì �à ¬ 
¤«ï â®ç¥ª S1, S2 ¨ S3) à ¢¥­ ­ã«î:

Det (Si; Sj) = 0; i; j = 1; 2; 3:

�á¥£® ¯®«ãç¨¬ ç¥âëà¥ £à ­¨ç­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨. �àï¬ë¬ ¢ëç¨á«¥­¨¥¬ ­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®
íâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ è¥áâ®£® ¯®àï¤ª  (¢®®¡é¥ £®¢®àï).

�¥®à¥¬  3. �à ­¨ç­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ áä¥à¨ç¥áª®© 3-âª ­¨ ï¢«ïîâáï ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì, ª ª ¨ ¢ëè¥, S1 | ¯à®¨§¢®«ì­ ï áä¥à  ¯¥à¢®£® ¯ãçª , S2 | ¢â®-
à®£®, ¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤­îî ¢ë¡¥à¥¬ â ª, çâ®¡ë íâ¨ áä¥àë ¯¥à¥á¥ª «¨áì. �â® ¢á¥£¤  ¢®§¬®¦­®,
¯®áª®«ìªã ç¥à¥§ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã ¯à®áâà ­áâ¢  ¢á¥£¤  ¯à®å®¤¨â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï áä¥à , ¯à¨-
­ ¤«¥¦ é ï ¤ ­­®¬ã ¯ãçªã. �¡®§­ ç¨¬ ®ªàã¦­®áâì ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï áä¥à S1 ¨ S2 ç¥à¥§O ¨ ¢®§ì¬¥¬
­  ­¥© ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã A. �¥à¥§ A ¯à®å®¤¨â ¯à®¨§¢®«ì­ ï áä¥à  âà¥âì¥£® ¯ãçª , ®¡®§­ -
ç¨¬ ¥¥ S3. �á«¨ áä¥à  S3 ª á ¥âáï ®ªàã¦­®áâ¨ O ¢ â®çª¥ A, â® ¯®á«¥¤­ïï á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
¯à¨­ ¤«¥¦¨â £à ­¨ç­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨. �à¥¤¯®«®¦¨¬, ¢ â®çª¥ A ª á ­¨ï ­¥â, â®£¤  áä¥à  S3 ¨
®ªàã¦­®áâì O ¯¥à¥á¥ª îâáï ¥é¥ ¢ ®¤­®© â®çª¥, A0.

�á«¨ â®çªã A ¯¥à¥¬¥é âì ¯® ®ªàã¦­®áâ¨ O, â® â®çª  A0 â ª¦¥ ¡ã¤¥â ¯¥à¥¬¥é âìáï, ¨ ¢ á¨«ã
­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¢ ­¥ª®â®àë© ¬®¬¥­â ®­¨ á®¢¯ ¤ãâ. � ª¨å â®ç¥ª á®¢¯ ¤¥­¨ï ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤­®, ¤¢¥,
¨ ®­¨ ®¡¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ â £à ­¨ç­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨.

�«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ â¥®à¥¬ë 1 ¤«ï áä¥à¨ç¥áª¨å 4-âª ­¥©. �ãáâì áä¥à¨ç¥áª ï 4-âª ­ìW ï¢«ï¥âáï
à¥£ã«ïà­®©. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 £« ¤ª¨¥ ªãáª¨ ª ¦¤®© ¥¥ £à ­¨ç­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ �� ¤®«¦­ë ¡ëâì
áä¥à ¬¨, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã á¥¬¥©áâ¢ã ��. �® ¯®áª®«ìªã ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ £à -
­¨ç­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ áä¥à¨ç¥áª®© 4-âª ­¨ áãâì ¯®¢¥àå­®áâ¨ è¥áâ®£® ¯®àï¤ª , â® ¢ à¥£ã«ïà­®¬
á«ãç ¥ ®­¨ ¤®«¦­ë à á¯ ¤ âìáï ­  3 áä¥àë, ­¥ª®â®àë¥ ¨§ ª®â®àëå ¬®£ãâ á®¢¯ ¤ âì ¨«¨ ¡ëâì
â®çª ¬¨ | áä¥à ¬¨ ­ã«¥¢®£® à ¤¨ãá .

3. �ä¥à¨ç¥áª¨¥ 4-âª ­¨ ®á­®¢­®£® â¨¯ 

� ¯®¬­¨¬, çâ® áä¥à¨ç¥áª¨¥ 4-âª ­¨, ¯ãçª¨ ª®â®àëå ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å áä¥à, ¤«ï ªà âª®áâ¨
­ §¢ ­ë ®á­®¢­ë¬¨. �ãçª¨ áä¥à, ®¡à §ãîé¨å áä¥à¨ç¥áªãî 4-âª ­ì ®á­®¢­®£® â¨¯ , ¨§®¡à ¦ -
îâáï ¢ ¯à®¥ªâ¨¢­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ P 4 ç¥âëàì¬ï ¯®¯ à­® áªà¥é¨¢ îé¨¬¨áï ¯àï¬ë¬¨.

� «¥¥ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì, ¢ ç áâ­®áâ¨, â ª¨¥ áä¥à¨ç¥áª¨¥ 4-âª ­¨, ¯ãçª¨ ª®â®àëå ¯à¨-
­ ¤«¥¦ â ®¤­®© £¨¯¥àá¢ï§ª¥ áä¥à, â. ¥. ¤®¯ãáª îâ ®àâ®£®­ «ì­ãî áä¥àã S0. �ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì
â ª¨¥ âª ­¨ W0. �ãçª¨ áä¥à, ®¡à §ãîé¨å áä¥à¨ç¥áªãî 4-âª ­ì W0, ¨§®¡à ¦ îâáï ¢ ¯à®¥ªâ¨¢-
­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ P 4 ç¥âëàì¬ï ¯àï¬ë¬¨, «¥¦ é¨¬¨ ¢ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨, ¯®«ïà­® á®¯àï¦¥­­®©
â®çª¥ S0 ®â­®á¨â¥«ì­® ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã K.

�¥®à¥¬  4. �á«¨ áä¥à¨ç¥áª ï 4-âª ­ì W ®á­®¢­®£® â¨¯  à¥£ã«ïà­ , â® ®­  ï¢«ï¥âáï

âª ­ìî W0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨ªá¨àã¥¬, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ¯ãçª¥ �4 áä¥àã S ¨ à áá¬®âà¨¬ ­  ­¥©
3-¯®¤âª ­ì W 0, ¢ëá¥ª ¥¬ãî áä¥à ¬¨ ¯ãçª®¢ �i, i = 1; 2; 3. � ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ëè¥, ®¡à §
� à¡ã íâ®© ¯®¤âª ­¨ | íâ® âà¨ ¯àï¬ë¥ `0i | ¯à®¥ªæ¨¨ ¯àï¬ëå `i ¨§ â®çª¨ S ­  ¯«®áª®áâì
�(S), ¯®«ïà­® á®¯àï¦¥­­ãî â®çª¥ S (¯®á«¥¤­ïï «¥¦¨â ­  ¯àï¬®© `4) ®â­®á¨â¥«ì­® ª¢ ¤à¨ª¨
� à¡ã K.
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� ª ª ª à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï 4-âª ­ì W ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­®©, â® à¥£ã«ïà­®© ¡ã¤¥â ¨ ¯®¤âª ­ì
W 0. �® â®£¤  á®£« á­® à¥§ã«ìâ â ¬ ¨§ [2] ¯àï¬ë¥ `0i, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥ íâã 3-âª ­ì, ­¥ ¬®£ãâ
¯®¯ à­® áªà¥é¨¢ âìáï | ª ª¨¥-â® ¤¢¥ ¨§ ­¨å ®¡ï§ ­ë ¯¥à¥á¥ª âìáï. �ãáâì íâ® ¡ã¤ãâ ¯àï¬ë¥
`01 ¨ `

0

2
. �¡®§­ ç¨¬ â®çªã ¨å ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ç¥à¥§ A.

� «¥¥, â. ª. ¯àï¬ë¥ `01 ¨ `02 ¯®«ãç îâáï ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥¬ ¯àï¬ëå `1 ¨ `2 ¨§ â®çª¨ S, â®
¯à®¥ªâ¨àãîé ï ¯àï¬ ï SA ¤®«¦­  ¯¥à¥á¥ª âì ¯®á«¥¤­¨¥ ¤¢¥ ¯àï¬ë¥. �®íâ®¬ã ¯®«ãç ¥âáï,
çâ® SA | âà ­á¢¥àá «ì âà¥å ¯àï¬ëå `4, `1 ¨ `2.

�à®¢¥¤¥­­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï 3-¯®¤âª ­¨, ¢ëá¥ª ¥¬®© ­  «î¡®© áä¥à¥ ¯ãçª 
�4. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® âà ­á¢¥àá «ì ¤®«¦­  áãé¥áâ¢®¢ âì ¯à¨ «î¡®¬ ¯®«®¦¥­¨¨ â®çª¨ S ­ 
¯àï¬®© `4. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, âà®©ª  ¯àï¬ëå `4, `1 ¨ `2 ¤®¯ãáª ¥â ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢®
®¤­®¬¥à­ëå âà ­á¢¥àá «¥©,   ®âáî¤ , ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® íâ¨ âà¨ ¯àï¬ë¥ «¥¦ â ¢
®¤­®¬ âà¥å¬¥à­®¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥.

�­ «®£¨ç­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¬®¦­® ¯à®¢¥áâ¨ ¤«ï «î¡®© âà®©ª¨ ¯àï¬ëå `�, ¯®íâ®¬ã ¯®«ãç -
¥âáï, çâ® ¢á¥ ®­¨ «¥¦ â ¢ ®¤­®¬ âà¥å¬¥à­®¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥. �®«îá íâ®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ¨
¥áâì ®¡à § áä¥àë S0, ®àâ®£®­ «ì­®© ¢á¥¬ áä¥à ¬ ¯ãçª®¢ ��, ®¡à §ãîé¨å 4-âª ­ì W .

� ¬¥ç ­¨¥. � ª ¢¨¤­® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , à¥§ã«ìâ â ¬®¦­® ãá¨«¨âì. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â¥®-
à¥¬  ¡ã¤¥â ¢¥à­  ¯à¨ ¡®«¥¥ á« ¡®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨: ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë áà¥¤¨ ç¥âëà¥å ¯àï¬ëå,
¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨å áä¥à¨ç¥áªãî 4-âª ­ì, áãé¥áâ¢®¢ «¨ 2 âà®©ª¨ ¯®¯ à­® áªà¥é¨¢ îé¨åáï ¯àï-
¬ëå.

�¥®à¥¬  5. �áïª ï áä¥à¨ç¥áª ï 4-âª ­ì W0 ï¢«ï¥âáï âª ­ìî ¯ à ¡®«¨ç¥áª®£® â¨¯ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¯àï¬ë¥ `�, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥ ¯ãçª¨ áä¥à âª ­¨W0, «¥¦ â
¢ ®¤­®© £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨, ®¡®§­ ç¨¬ ¥¥ �. �«®áª®áâì � ¢ëá¥ª ¥â ¨§ ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã ¤¢ã¬¥à­ãî
áä¥àã, ®¡®§­ ç¨¬ ¥¥ S(�). �¥ªãé ï â®çª  £à ­¨ç­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¯®¢¥àå­®áâ¨ �4,
á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®«ãç ¥âáï â ª¨¬ ®¡à §®¬. �®§ì¬¥¬ ¯® â®çª¥ ­  ª ª¨å-«¨¡® ¤¢ãå ¨§ ç¥-
âëà¥å ¯àï¬ëå `�: A 2 `1, B 2 `2, § â¥¬ ç¥à¥§ â®çª¨ A ¨ B ¯à®¢¥¤¥¬ ¤¢ã¬¥à­ãî ª á â¥«ì­ãî
¯«®áª®áâì ª ª¢ ¤à¨ª¥ � à¡ã â ª, çâ®¡ë ®­  ¯¥à¥á¥ª«  ¨ ¯àï¬ãî `3. �®çª  ª á ­¨ï ¨ ¥áâì â®çª 
£à ­¨ç­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ �4. �® â. ª. ¢á¥ ç¥âëà¥ ¯àï¬ë¥ `� «¥¦ â ¢ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ �, â®, ¢®-
¯¥à¢ëå, â®çª  ª á ­¨ï «¥¦¨â ­  ª¢ ¤à¨ª¥ S(�),  , ¢®-¢â®àëå, íâ  ¦¥ ª á â¥«ì­ ï ¯«®áª®áâì
¡ã¤¥â ¯¥à¥á¥ª âì ¨ ¯àï¬ãî `4. �­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¢áïª ï ¤¢ã¬¥à­ ï ¯«®áª®áâì, ª á îé ïáï ª¢ -
¤à¨ª¨ � à¡ã ¨ ¯¥à¥á¥ª îé ï âà¨ ¨§ ç¥âëà¥å ¯àï¬ëå, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¨ ç¥â¢¥àâãî. � íâ® ¨ ®§­ ç ¥â,
çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï 4-âª ­ì ï¢«ï¥âáï âª ­ìî ¯ à ¡®«¨ç¥áª®£® â¨¯ .

�¥®à¥¬  6. �áïª ï áä¥à¨ç¥áª ï 4-âª ­ì W0 ï¢«ï¥âáï è¥áâ¨ã£®«ì­®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨ªá¨àã¥¬, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ¯ãçª¥ �4 áä¥àã S ¨ à áá¬®âà¨¬ ­  ­¥© 3-
¯®¤âª ­ì W0, ¢ëá¥ª ¥¬ãî áä¥à ¬¨ ¯ãçª®¢ �i, i = 1; 2; 3. �¡à § � à¡ã íâ®© ¯®¤âª ­¨ | íâ®
âà¨ ¯àï¬ë¥ `0i, i = 1; 2; 3, | ¯à®¥ªæ¨¨ ¯àï¬ëå `i, ¨§ â®çª¨ S ­  ¯«®áª®áâì �(S), ¯®«ïà­® á®¯àï-
¦¥­­ãî â®çª¥ S («¥¦ é¥© ­  ¯àï¬®© `4) ®â­®á¨â¥«ì­® ª¢ ¤à¨ª¨ � à¡ã K. �ãáâì, ª ª ¨ ¢ëè¥,
� | £¨¯¥à¯«®áª®áâì, ¢ ª®â®à®© «¥¦ â ¯àï¬ë¥ `�. � ª ª ª ¯àï¬ë¥ `i ¨ â®çª  ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï S
«¥¦ â ¢ ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ¯«®áª®áâ¨ �, â® íâ¨ ¯àï¬ë¥ á¯à®¥ªâ¨àãîâáï ¢ ®¤­ã ¤¢ã¬¥à­ãî ¯«®á-
ª®áâì | ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¥© �(S) ¨ �. �® ªàã£®¢ ï 3-âª ­ì, ®â¢¥ç îé ï âà¥¬ ¯àï¬ë¬ `0i,
«¥¦ é¨¬ ¢ ®¤­®© ¯«®áª®áâ¨, ¡ã¤¥â à¥£ã«ïà­®© (á¬., ­ ¯à., [2]).

�­ «®£¨ç­ë© ¢ë¢®¤ ¯®«ãç¨âáï ¯à¨ «î¡®¬ à á¯®«®¦¥­¨¨ â®çª¨ S ­  ¯àï¬®© `4 ¨ ¤«ï «î¡®©
¨§ ¯àï¬ëå `�. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢á¥ 3-¯®¤âª ­¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© âª ­¨ W ï¢«ïîâáï à¥£ã«ïà­ë-
¬¨. �­ ç¨â, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬, ¨ áä¥à¨ç¥áª ï 3-âª ­ì W ¡ã¤¥â è¥áâ¨ã£®«ì­®©.

� ª ¨§¢¥áâ­® [1], è¥áâ¨ã£®«ì­®áâì 4-âª ­¨ ¥é¥ ­¥ £ à ­â¨àã¥â ¥¥ à¥£ã«ïà­®áâ¨. �®íâ®¬ã ¨§
â¥®à¥¬ë 4 ­¥ ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® áä¥à¨ç¥áª ï 4-âª ­ì W0 ¡ã¤¥â à¥£ã«ïà­®©. �â®¡ë ®¯¨á âì ãá«®¢¨¥
à¥£ã«ïà­®áâ¨, ¤®ª ¦¥¬ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­® ®¤­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ¤¥â «¨§¨àãîé¥¥ ¨§¢¥áâ­ãî â¥®à¥¬ã
� ãíà : ¢áïª ï 4-âª ­ì, ®¡à §®¢ ­­ ï ¯«®áª®áâï¬¨ ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ¡ã¤¥â ¯ à ««¥-
«¨§ã¥¬®© (à¥£ã«ïà­®©) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¤¢¥ ª¢ ¤à¨ª¨, ª á îé¨¥áï ¢á¥å
¯«®áª®áâ¥© íâ®© âª ­¨ (á¬. [1], á. 94).
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�¥®à¥¬  7 (¤®¯®«­¥­¨¥ ª â¥®à¥¬¥ � ãíà ). �áïª ï 4-âª ­ì, ®¡à §®¢ ­­ ï ç¥âëàì¬ï ¯ãç-

ª ¬¨ ¯«®áª®áâ¥© ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ¡ã¤¥â ¯ à ««¥«¨§ã¥¬®© (à¥£ã«ïà­®©) â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®á¨ ¯ãçª®¢ ®¡à §ãîâ § ¬ª­ãâãî ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ãî æ¥¯®çªã : ª ¦¤ ï ¨§

­¨å ¯¥à¥á¥ª ¥â ¤¢¥ ¤àã£¨¥, ­® ­¨ª ª¨¥ âà¨ ­¥ ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ ®¤­ã â®çªã ¨ ­¥ «¥¦ â ¢ ®¤­®©

¯«®áª®áâ¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­® â¥®à¥¬¥ � ãíà , ¯«®áª®áâ¨, ®¡à §ãîé¨¥ à¥£ã«ïà­ãî 4-âª ­ì
W , ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ­¥ª®â®à®¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ | á®¢®ªã¯­®áâì ª á â¥«ì­ëå
¯«®áª®áâ¥© ª ¤¢ã¬ ª¢ ¤à¨ª ¬, ®¡®§­ ç¨¬ ¯®á«¥¤­¨¥ S1 ¨ S2. �ãáâì à¥£ã«ïà­ ï 4-âª ­ì W ®¡à -
§®¢ ­  ç¥âëàì¬ï ¯ãçª ¬¨ ¯«®áª®áâ¥© á ®áï¬¨ e`�. �®£¤  ¬­®£®®¡à §¨¥ ª á â¥«ì­ëå ¯«®áª®áâ¥©
ª ª¢ ¤à¨ª ¬ S1 ¨ S2 ¤®«¦­® à á¯ ¤ âìáï ­  ¯ãçª¨ ¯«®áª®áâ¥©. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ª¢ ¤à¨ª¨ S1
¨ S2 ï¢«ïîâáï «¨­¥©ç âë¬¨,   ®á¨ ¯ãçª®¢ ï¢«ïîâáï ¨å ¯àï¬®«¨­¥©­ë¬¨ ®¡à §ãîé¨¬¨.

�¨­¥©ç â ï ª¢ ¤à¨ª  á®¤¥à¦¨â, ª ª ¨§¢¥áâ­®, ¤¢¥ á¥à¨¨ ¯àï¬®«¨­¥©­ëå ®¡à §ãîé¨å. �á«¨
ã ¤¢ãå «¨­¥©ç âëå ª¢ ¤à¨ª âà¨ ®¡à §ãîé¨¥ ¨§ ®¤­®© á¥à¨¨ á®¢¯ ¤ îâ, â® ¨ ª¢ ¤à¨ª¨ á®¢¯ ¤ -
îâ. �®íâ®¬ã ã ¤¢ãå à §­ëå «¨­¥©ç âëå ª¢ ¤à¨ª ç¥âëà¥ ®¡é¨¥ ®¡à §ãîé¨¥ ¬®£ãâ ¡ëâì â®«ìª®
¯® ¤¢¥ ¨§ ª ¦¤®© á¥à¨¨. � ª ­®­¨ç¥áª¨å ª®®à¤¨­ â å ãà ¢­¥­¨ï ¤¢ãå â ª¨å ª¢ ¤à¨ª ¨¬¥îâ ¢¨¤
x2 + y2 � z2 � w2 = 0, x2 � y2 � z2 + w2 = 0,   ®¡é¨¥ ®¡à §ãîé¨¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨
x = �z, y = �w. �â¨ ç¥âëà¥ ¯àï¬ë¥ ®¡à §ãîâ æ¥¯®çªã, ®¯¨á ­­ãî ¢ ãá«®¢¨¨ â¥®à¥¬ë 7.

�¥®à¥¬  8. �ä¥à¨ç¥áª ï 4-âª ­ì W0 ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¥¥ ç¥âëà¥ ¯ãçª  áä¥à ®¡à §ãîâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ¢ ª®â®à®© ª ¦¤ë¥ ¤¢ 

á®á¥¤­¨å ¯ãçª  ¨¬¥îâ ®¡éãî áä¥àã (¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®© á¢ï§ª¥ áä¥à), ¯à¨ç¥¬ ­¨ª ª¨¥ âà¨

¯ãçª  ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®© á¢ï§ª¥ ¨ ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¥© áä¥àë.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¬®¦­® ¯à®¢¥áâ¨ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®, ¢ëç¨á«¨¢ ª®¬¯®­¥­âë ªàãç¥­¨ï à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬®© 4-âª ­¨ [1]. �¤­ ª® ¬ë ¤ ¤¨¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®.

� áá¬®âà¨¬ ¢ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ � ­ àï¤ã á ¯àï¬ë¬¨ `�, ¨§®¡à ¦ îé¨¬¨ ¯ãçª¨ áä¥à ­ è¥©
âª ­¨, ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ®¡à § | ç¥âëà¥ ¯àï¬ë¥ e`�, ¯®«ïà­® á®¯àï¦¥­­ë¥ ¯àï¬ë¬ `� ®â­®á¨-
â¥«ì­® ª¢ ¤à¨ª¨ S(�) (®¡®§­ ç¥­¨ï á¬. ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 5). �àï¬®«¨­¥©­ë¬ àï¤ ¬
â®ç¥ª á ­®á¨â¥«ï¬¨ `�, ¨§®¡à ¦ îé¨¬ ¯ãçª¨ áä¥à à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© 4-âª ­¨ W0, ¢ íâ®¬ ¯®«ï-
à¨â¥â¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¯ãçª¨ ¤¢ã¬¥à­ëå ¯«®áª®áâ¥© á ®áï¬¨ e`� ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ �.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï áä¥à¨ç¥áª ï 4-âª ­ì W0 ¨§®¡à ¦ ¥âáï ¢
âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ � ç¥âëàì¬ï ¯ãçª ¬¨ ¯«®áª®áâ¥© á ®áï¬¨ e`�. �® á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 7
â ª ï 4-âª ­ì ¡ã¤¥â à¥£ã«ïà­®© â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ á¯¥æ¨ «ì­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï ®á¥© ¯ãçª®¢ e`�,
®¯¨á ­­®¬ ¢ â¥®à¥¬¥ 6. �®­ä¨£ãà æ¨ï, ®¡à §®¢ ­­ ï íâ¨¬¨ ®áï¬¨, â ª®¢ , çâ® ¤¢®©áâ¢¥­­ ï
¥© ª®­ä¨£ãà æ¨ï, ®¡à §®¢ ­­ ï ¯àï¬ë¬¨ `�, ®¡« ¤ ¥â â¥¬¨ ¦¥ ¯à®¥ªâ¨¢­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, â. ¥.
®¡à §ã¥â ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ãî æ¥¯®çªã. �á«¨ á¢®©áâ¢  æ¥¯®çª¨ ®¯¨á âì ¢ â¥à¬¨­ å ¯ãçª®¢ áä¥à,
â® ¯®«ãç¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 8.

�¥®à¥¬  2 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ 4 ¨ 8.
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