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3. �á®¢ ï á¨áâ¥¬  ãà ¢¥¨©

3.1. �«ï Cr-¯®£àã¦¥¨ï z : X ! �, r � 2, à áá¬®âà¨¬   X á¨áâ¥¬ã á¥¬¨ ãà ¢¥¨©
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£¤¥ �s� i, �s�i
j , �

s!�
i , �

s
{
�
� | ¨áª®¬ë¥ 1-ä®à¬ë, s = 1; : : : ; l, �0� i = � i, �0�i

j = �i
j, �

0!�
i = !�

i ,
�0{�

� = {
�
�, i; j; k = 1; : : : ; n; �; �; � = 1; : : : ; p, ¯® ¯®¢â®àïîé¨¬áï ¨¤¥ªá ¬ | áã¬¬¨à®¢ ¨¥, d |

§ ª ®¡®¡é¥®£® ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ « . �¨áâ¥¬ã (25) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®á®¢®© á¨áâ¥¬®©
ãà ¢¥¨© â¥®à¨¨ ¡¥áª®¥ç® ¬ «ëå (¡. ¬.) ¤¥ä®à¬ æ¨© ¯®£àã¦¥¨©,   á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã |
®á®¢®© â¥®à¥¬®© íâ®© â¥®à¨¨.

�¥®à¥¬  4. �á«¨ ¬®£®®¡à §¨¥ X ®¤®á¢ï§®, â® ¢áïª®¬ã à¥è¥¨î f�s� i; �s�i
j; �

s!�
i ; �

s
{
�
�g

l
s=1

ª« áá  Er�2(X;T �(X)) á¨áâ¥¬ë (25) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï l-£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï

z, ¯à¨ ª®â®à®© �s� i; �s�i
j; �

s!�
i ;{

�
� ï¢«ïîâáï s-¬¨ ¢ à¨ æ¨ï¬¨ ä®à¬ ª®à¥¯¥à  � , á¢ï§®áâ¨ �,

¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàãç¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥®. �à¨ íâ®¬ ¢ à¨ æ¨¨ �sz ¯®£àã¦¥¨ï z ®¯à¥¤¥«ïîâ-

áï à¥è¥¨¥¬ ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤® á« £ ¥¬ëå ¢¨¤  
sz + !s, £¤¥ 
s | ¯à®¨§¢®«ìë©

¯®áâ®ïë© ¡¨¢¥ªâ®à, !s | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®áâ®ïë© ¢¥ªâ®à, s = 1; : : : ; l <1.

3.2. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 4 ¯à®¢®¤¨âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® l. � íâ®¬ ¯ãªâ¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ ¥¥

1) �à®¤®«¦¥¨¥, ç. I á¬. ¢ \�§¢¥áâ¨ï ¢ã§®¢. � â¥¬ â¨ª ". { 1997. { ò9. { C. 21{34.
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¤«ï l = 1. �á®¢ ï á¨áâ¥¬  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤
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i; j; k = 1; : : : ; n; �; �; � = 1; : : : ; p. �á®¢ãî â¥®à¥¬ã ¤«ï á¨áâ¥¬ë (26) ¬ë ¤®ª ¦¥¬ ¢ á«¥¤ãîé¥©
ãâ®ç¥®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥.

�¥®à¥¬  5. �á«¨ ¬®£®®¡à §¨¥ X ®¤®á¢ï§®, â® ¢áïª®¬ã à¥è¥¨î f�� i; ��i
j ; �!

�
i ; �{

�
�g ª« á-

á  Er�2(X;T �(X)) á¨áâ¥¬ë (26) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï

z, ¯à¨ ª®â®à®© �� i, ��i
j, �!

�
i , �{

�
� á®¢¯ ¤ îâ á ¢ à¨ æ¨ï¬¨ ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à , á¢ï§®-

áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàãç¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥®. �à¨ íâ®¬ ¢ à¨ æ¨ï �z ¯®£àã¦¥¨ï z ®¯à¥¤¥«ï-

¥âáï ¯® à¥è¥¨î ä®à¬ã«®©
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£¤¥ x0 | ¯à®¨§¢®«ì ï â®çª    X, ¨ ª ¦¤ë© ¨§ ¨â¥£à «®¢ ¡¥à¥âáï ¯® ¯à®¨§¢®«ì®¬ã ¯ãâ¨,

á®¥¤¨ïîé¥¬ã x0 á â®çª®© x 2 X, 
 | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®áâ®ïë© ¡¨¢¥ªâ®à ¨§
V2�, ! |

¯à®¨§¢®«ìë© ¯®áâ®ïë© ¢¥ªâ®à ¨§ �, i; j = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§ ç¨¬ ¢ëà ¦¥¨¥ ¯®¤ § ª®¬ ¢ãâà¥¥£® ¨â¥£à «  ç¥à¥§ p. �ãáâì
U | ¯à®¨§¢®«ì ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ x0, á®¤¥à¦ é ïáï ¢ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï «®ª «ì®£®
ª®à¥¯¥à  � . �«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ä®à¬ë ' 2 E10 (U;^

n�2T �(U)) ¯®«®¦¨¬

I =
Z
U

p ^ d': (28)
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�®£¤  I = I1 + I2 + I3. �®ª ¦¥¬, çâ® I1 = 0. �ãáâì ®â®á¨â¥«ì® á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â (O; a�)m�=1,
§ ¤ îé¥© á¨£ âãàã � ¯à®áâà áâ¢  �, ¡¨¢¥ªâ®à [ei; ek] ¨¬¥¥â ¢¨¤ [ei; ek] = E��

ik [a�; a� ], �; � =
1; : : : ;m; i; k = 1; : : : ; n. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ä®à¬ë  2 E10 (U;^

n�2T �(U)) ¯®«®¦¨¬ ¢ (29) ' =
E��
ik  , ã¬®¦¨¬ à¥§ã«ìâ â   [a�; a�] ¨ ¯à®áã¬¬¨àã¥¬ ¯® �; � = 1; : : : ;m; ¯®«ãç¨¬
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� á¨«ã âà¥âì¥£® ãà ¢¥¨ï á¨áâ¥¬ë (26) ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¡®¡é¥®£® ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ « 
¯®«ãç ¥¬ I1 = 0. � «®£¨ç®, á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¯ïâ®£® ¨ á¥¤ì¬®£® ãà ¢¥¨© á¨áâ¥¬ë (26)
¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® I2 = I3 = 0.

� ç¨â, I = 0, ¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «  à ¢¥áâ¢® (28) ®§ ç ¥â, çâ®
dp = 0. �® «¥¬¬¥ 4 ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¥ �V 2 Cr�1(X;^2�) â ª®¥, çâ® p =
�dV , ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ãâà¥¨© ¨â¥£à « ¢ (27) ¥ § ¢¨á¨â ®â ¯ãâ¨, á®¥¤¨ïîé¥£® x0 á â®çª®© x.
�®«®¦¨¬ â¥¯¥àì q = �� iei + V dz, i = 1; : : : ; n. � á¨«ã ¯¥à¢®£® ¨ ç¥â¢¥àâ®£® ãà ¢¥¨© á¨áâ¥¬ë
(26) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì dq = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¥ u 2 Cr(X;�) â ª®¥, çâ® du = q. �
ç áâ®áâ¨, ¢¥è¨© ¨â¥£à « ¢ (27) ¥ § ¢¨á¨â ®â ¯ãâ¨, á®¥¤¨ïîé¥£® x0 á x.

� áá¬®âà¨¬ ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨î ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï z á ¢ à¨ æ¨¥© �z = u. �«ï ¯®«ï
�z á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® (27), ¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â, çâ®

d�z = �� iei + V dz; i = 1; : : : ; n: (30)

�¯à¥¤¥«¨¬ ¢ à¨ æ¨¨ ¯®«¥© ei ¨ �� ä®à¬ã« ¬¨ �ei = V ei, ��� = V ��, i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p.
�ãáâì ~�� i | ¢ à¨ æ¨¨ ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  ¯à¨ ¯®áâà®¥®© ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨. � ª ª ª
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V | ¯®«¥ ¢à é¥¨© íâ®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨, â® ¯® â¥®à¥¬¥ 3 d�z = ~�� iei + V dz. �âáî¤  ¨ ¨§ (30)
á«¥¤ã¥â, çâ® ~�� i = �� i, i = 1; : : : ; n.

�ãáâì â¥¯¥àì ~��i
j , ~�!

�
i , ~�{

�
� | á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ à¨ æ¨¨ ä®à¬ á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàã-

ç¥¨ï ¯à¨ ¯®áâà®¥®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨. �® «¥¬¬¥ 6 ¨¬¥¥¬

dV = �
1
2
�j~��i

j[ei; ej ] + �i��~�!�
i [ei; ��]�

1
2
����~�{�

�[�� ; ��]:

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯® ¯®áâà®¥¨î ¯®«ï V
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1
2
�j��i

j [ei; ej ] + �i���!�
i [ei; ��]�

1
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�����{�

� [�� ; �� ]

¨, § ç¨â, ~��i
j = ��i

j , ~�!
�
i = �!�

i , ~�{
�
� = �{�

� . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ à¨ æ¨¨ ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥-
à , á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàãç¥¨ï á®¢¯ ¤ îâ á ä®à¬ ¬¨ § ¤ ®£® à¥è¥¨ï.

�ãáâì ~z | ¥é¥ ®¤  ¢ à¨ æ¨ï ¯®£àã¦¥¨ï z á § ¤ ë¬¨ ¢ à¨ æ¨ï¬¨ �� i, ��i
j , �!

�
i , �{

�
�

ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à , á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàãç¥¨ï, ¨ ¯ãáâì ~V | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥
¯®«¥ ¢à é¥¨©. �«ï ¯®«¥© V ¨ ~V á¯à ¢¥¤«¨¢  «¥¬¬  6, ¨ § ç¨â, d ~V = dV , â. ¥. ~V = V + 
,

 = const. � á¨«ã (30) ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® d~�z = �� iei + (V + 
)dz, â. ¥. ~�z = �z + 
z + !,
! = const.

3.3. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 4. �«ï l = 1 ®  ¤®ª §  . �®¯ãáâ¨¬, çâ® ®  á¯à ¢¥¤«¨¢ 
¤«ï s = 1; : : : ; l � 1. �ãáâì f�s� i; �s�i

j ; �
s!�

i ; �
s
{
�
�g

l
s=1 | à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë (25). �®£¤  f�s� i; �s�i

j;

�s!�
i ; �

s
{
�
�g

l�1
s=1 | à¥è¥¨¥ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¯à¨ s � l�1, ¨, § ç¨â, áãé¥áâ¢ã¥â ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï (l�

1)-£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï z á ¢ à¨ æ¨ï¬¨ �1z; : : : ; �l�1z, ¯à¨ ª®â®à®© ä®à¬ë �s� i; �s�i
j; �

s!�
i ; �

s
{
�
�,

s = 1; : : : ; l � 1, á®¢¯ ¤ îâ á ¢ à¨ æ¨ï¬¨ ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à , á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨
ªàãç¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥®. �ãáâì V 1; : : : ; V l�1 | ¯®«ï ¢à é¥¨© íâ®© ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨. �®«®-
¦¨¬ P l = 1

2
A
ij
l [ei; ej ] + Bi�

l [ei; ��] +
1
2
C��
l [�� ; ��], £¤¥ ª®íää¨æ¨¥âë A

ij
l , B

i�
l , C

��
l ®¯à¥¤¥«¥ë ¯®

à¥è¥¨î ä®à¬ã« ¬¨ (19), i; j = 1; : : : ; n, �; � = 1; : : : ; p. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯®«¥ P l ®¡« ¤ ¥â ®¡-
®¡é¥ë¬ ¢¥è¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¬ dP l = 0. �®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï ¢áïª®© ä®à¬ë
' 2 E10 (U;^

2T �(U))

Z
U

P l ^ d(ei') = 0;
Z
U

P l ^ d(��') = 0; i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p: (31)

�®áª®«ìªã d2V s = 0 ¯à¨ s � l � 1, â® ¯¥à¢®¥ ¨§ íâ¨å à ¢¥áâ¢ íª¢¨¢ «¥â® á«¥¤ãîé¥¬ã:

Z
U

P l ^ d(ei') +
l�1X
�=1

Z
U

dV � ^ d(�l��ei')) = 0:

�¡®§ ç¨¢ «¥¢ãî ç áâì ç¥à¥§ A, ¨á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ã 2, § ¯¨è¥¬ ¥¥ ¢ ¢¨¤¥

A =
Z
U

�
P lei +

l�1X
�=1

dV ��l��ei

�
^ d'+

Z
U

�
P l ^ dei +

l�1X
�=1

dV � ^ d�l��ei

�
^ ': (32)

�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®«ï P l  å®¤¨¬

P lei =
l�1X
�=1

�
V �(�l���k

i ek +���l��!�
i ��)� dV ��l��ei

	
+

+ �l�i
jej +���l!�

i ��; i; j; k = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p:
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�®íâ®¬ã (32) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

A =
Z
U

� l�1X
�=1

V �(�l���k
i ek +���l��!�

i ��) + �l�j
iej +���l!�

i ��

�
^ d'+

+
Z
U

�
P l ^ (�k

i ek +��!�
i ��) +

l�1X
�=1

dV � ^
l��X
�=1

(���k
i �

l����ek +

+ �l�����k
i �

�ek +����!�
i �

l������ +���l����!�
i �

���)
�
^ d':

�¥à¥£àã¯¯¨à®¢ ¢ á« £ ¥¬ë¥, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì â®¦¤¥áâ¢ ¬¨ (23) ¨ (24) ¤«ï ¯®«¥© V � ¯à¨
� � l � 1,   â ª¦¥ âà¥âì¨¬ ¨ ¯ïâë¬ ãà ¢¥¨ï¬¨ á¨áâ¥¬ë (25), ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã A = 0.
� «®£¨ç®, á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¯ïâ®£® ¨ á¥¤ì¬®£® ãà ¢¥¨© á¨áâ¥¬ë (25) ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢â®à®¥
¨§ à ¢¥áâ¢ (31).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, dP l = 0, ¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 4 áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¥ V l 2 Cr�1(X;^2�) â ª®¥, çâ®
dV l = P l. �®«¥ V l ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á â®ç®áâìî ¤® ¯à®¨§¢®«ì®£® á« £ ¥¬®£® 
l. �®«®¦¨¬ â¥¯¥àì

ql =
lX

�=1

V �d�l��z +
l�1X
�=1

V ��l��� iei + �l� iei; i = 1; : : : ; n: (33)

�«ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «  dql  å®¤¨¬

dql =
lX

�=1

dV ��l��ei ^ �
i + 2

l�1X
�=1

l��X
�=1

dV ��l����ei ^ �
�� i +

+
l�1X
�=1

(V �ei�
l���k ^ �i

k + V �ei�
k ^ �l���i

k) +

+ 2
l�2X
�=1

���k ^
l���1X
�=1

���i
kV

l����ei �

�
l�1X
�=1

(V �ei�
l���k ^ �i

k +��!�
i ^ �

l��� iV ���) +

+ d�l� iei +�k
i ^ �

l� iek +��!�
i ^ �

l� i��:

�á¯®«ì§ãï (22), ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã

dql =
l�1X
�=1

����!�
i ^ �

iV l���� + �l�k
i ^ �

iek +���l!�
i ^ �

i�� +

+ 2
l�1X
�=1

���k
i ^ �

l��� iek + 2
l�1X
�=1

����!�
i ^ �

l��� i�� +

+ 2
l�2X
�=1

V �����

l���1X
�=1

�l����!�
i ^ �

�� i +
l�1X
�=1

V �����!�
i ^ �

l��� i +

+ d�l� iei +�k
i ^ �

l� iek +��!�
i ^ �

l� i��; i; k = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p:

� á¨«ã ¯¥à¢®£® ¨ ç¥â¢¥àâ®£® ãà ¢¥¨© á¨áâ¥¬ë (25) ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® dql = 0. � ç¨â, áã-
é¥áâ¢ã¥â ¯®«¥ ul 2 Cr(X;�), ¤«ï ª®â®à®£® dul = ql. �®«¥ ul ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á â®ç®áâìî ¤®
¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®áâ®ï®£® á« £ ¥¬®£® !l 2 �.
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� áá¬®âà¨¬ ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨î l-£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï z á ¢ à¨ æ¨ï¬¨ �1z; : : : ; �l�1z, �lz = ul.
�§ (33) á«¥¤ã¥â

d�lz =
lX

�=1

V �d�l��z +
l�1X
�=1

V ��l��� iei + �l� iei; i = 1; : : : ; n: (34)

�¯à¥¤¥«¨¬ ¢ à¨ æ¨¨ �lei, �l�� à ¢¥áâ¢ ¬¨

�lei =
lX

�=1

V ��l��ei; �l�� =
lX

�=1

V ��l����; i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p:

�ãáâì ~�l� i | ¢ à¨ æ¨¨ ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  ¯à¨ ¯®áâà®¥®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨. �® â¥®à¥¬¥ 3
¨¬¥¥¬

d�lz =
lX

�=1

V �d�l��z +
l�1X
�=1

V ��l��� iei + ~�l� iei; i = 1; : : : ; n:

�âáî¤  ¨ ¨§ (34) ~�l� i = �l� i, i = 1; : : : ; n. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ~�l�i
j , ~�

l!�
i , ~�

l
{
�
� l-¥ ¢ à¨ æ¨¨ ä®à¬

á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàãç¥¨ï. � ¯¨á ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ « dV l ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á «¥¬¬®© 6 ¨
¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì â¥¬, çâ® dV l = P l, § ª«îç ¥¬ ~�l�i

j = �l�i
j , ~�

l!�
i = �!�

i , ~�
l
{
�
� = �l{�

�, i; j =
1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p.

�á«¨ â¥¯¥àì ¨¬¥¥âáï ¥é¥ ®¤  ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï l-£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï z á ¢ à¨ æ¨ï¬¨
�1z; : : : ; �l�1z, ~�lz, § ¤ îé ï â¥ ¦¥ ¢ à¨ æ¨¨ ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à , á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï
¨ ªàãç¥¨ï, çâ® ¨ ¯®áâà®¥ ï, ¨ ¨¬¥îé ï ¯®«ï ¢à é¥¨© V 1; : : : ; V l�1; ~V l, â® ¯® «¥¬¬¥ 6 § ª«î-
ç ¥¬, çâ® d ~V l = dV l. � ç¨â, ~V l = V l + 
l, 
l = const. �® â¥®à¥¬¥ 3 ¨¬¥¥¬ d~�ldz = 
ldz + d�lz.
�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ~�lz = �lz +
lz + !l, !l = const.

3.4. �.¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï l-£® ¯®àï¤ª , l = 1; : : : ;1, ¯®£àã¦¥¨ï z : X ! �  §ë¢ ¥âáï ¡. ¬. ¨§-
£¨¡ ¨¥¬ l-£® ¯®àï¤ª  (  «¨â¨ç¥áª¨¬ ¨§£¨¡ ¨¥¬, ¥á«¨ l = 1), ¥á«¨ ¯à¨ íâ®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨
�1I(z) = � � � = �lI(z) = 0. �«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¤ ¥â ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï   ¢ -
à¨ æ¨¨ ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  ¨ á¢ï§®áâ¨, ¯à¨ ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï
ï¢«ï¥âáï ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨¥¬.

�¥®à¥¬  6. �«ï â®£® çâ®¡ë ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï l-£® ¯®àï¤ª , l = 1; : : : ;1, Cr-¯®£àã¦¥¨ï

z : X ! �, r � 2, ¡ë«  ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨¥¬ l-£® ¯®àï¤ª , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¢ à¨ æ¨¨

ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  ¨ á¢ï§®áâ¨ ¨¬¥«¨ ¢¨¤

�s� i =
(s)

H i
j�

j ; �s�i
j =

(s)

Gi
jk�

k; s = 1; : : : ; l; (35)

£¤¥

(s)

H i
j = �ikvskj �

s�1X
�=1

����
ik
(�)

H �
k

(s��)

H
�
j ; (36)

(s)

Gi
jk =

1
2

h(s)
H i

k;j �
(s)

H i
j;k +�i��j�

�(s)
H

�
�;k �

(s)

H
�
k;�

�
+�i��k�

�(s)
H

�
�;j �

(s)

H
�
j;�

�i
+

+
s�1X
�=1

h(�)
H �

k

(s��)

G i
�j �

(�)

H �
j

(s��)

G i
�k +�i��j�

�(�)
H �

�

(s��)

G
�
�k �

(�)

H �
k

(s��)

G
�
��

�
+

+�i��k�

�(�)
H �

�

(s��)

G �
�j �

(�)

H �
j

(s��)

G �
��

�i
;

(37)

�i� = �i�, (vskj)
n
k;j=1 2 E

r�1(X;^2T �(X)), i; j; k; �; �; � = 1; : : : ; n.

46



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® �sI(z) = 0, s = 1; : : : ; l. � áª« ¤ë¢ ï ¢ à¨ æ¨¨ �s� i, �s�i
j

¯® ä®à¬ ¬ ª®à¥¯¥à  � , ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ ¬ (35). �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® ª®íää¨æ¨¥âë
(s)

H i
j

¨
(s)

Gi
jk ¨¬¥îâ ¢¨¤ (36) ¨ (37) á®®â¢¥âáâ¢¥®. � àì¨àãï à ¢¥áâ¢® (1), ¨á¯®«ì§ãï (35), ¯à¨å®¤¨¬

ª á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨© ®â®á¨â¥«ì®
(s)

H i
j :

�kj

(1)

Hk
i +�ki

(1)

Hk
j = 0;

�kj

(s)

Hk
i +�ki

(s)

Hk
j + 2

s�1X
�=1

���

(�)

H �
i

(s��)

H
�
j = 0; s � 2:

�¡é¥¥ à¥è¥¨¥ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¨¬¥¥â ¢¨¤ (36).
� àì¨àãï s à § ¯¥à¢®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢ «¥¬¬ë 2, ¤¨ää¥à¥æ¨àãï ¢¥è¥ ¯¥à¢®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢ (35),

¯à¨à ¢¨¢ ï à¥§ã«ìâ âë,  å®¤¨¬

� j ^
�(s)
Hk

j�
i
k + �s�i

j + 2
s�1X
�=1

(�)

H k
j �

s���i
k + d

(s)

H i
j �

(s)

H i
k�

k
j

�
= 0:

�à¨¬¥ïï «¥¬¬ã � àâ  , ¯®«ãç ¥¬

�s�i
j = �d

(s)

H i
j +

(s)

H i
k�

k
j �

(s)

Hk
j�

i
k � 2

s�1X
�=1

(�)

H k
j �

s���i
k +

(s)

C i
j��

�;

£¤¥
(s)

C i
j� =

(s)

C i
�j , i; j; k; � = 1; : : : ; n; s = 1; : : : ; l. �ç¨âë¢ ï (35), ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬

ª®¢ à¨ â®© ¯à®¨§¢®¤®©, ¬®¦¥¬ § ¯¨á âì

(s)

Gi
jk = �

(s)

H i
j;k � 2

s�1X
�=1

(�)

H �
j

(s��)

G i
�k +

(s)

C i
jk: (38)

� àì¨àãï ¢â®à®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢ «¥¬¬ë 2, ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢
(s)

Gi
jk ¯®«ãç ¥¬ �i�

(s)

G�
jk+�j�

(s)

G�
ik = 0.

�®¤áâ ¢«ïï áî¤  (38), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

�i�

(s)

G�
jk +�j�

(s)

G�
ik = �i�

(s)

H�
j;k +�j�

(s)

H�
i;k + 2

s�1X
�=1

�
�i�

(�)

H �
j

(s��)

G �
�k +�j�

(�)

H �
i

(s��)

G �
�k

�
; (39)

i; j; k; �; � = 1; : : : ; n. �®¢¥àè ï §¤¥áì ¤¢ ¦¤ë æ¨ª«¨ç¥áªãî ¯¥à¥áâ ®¢ªã ¨¤¥ªá®¢ i, j, k, áª« -
¤ë¢ ï ¯®«ãç¥ë¥ à ¢¥áâ¢  ¨ ¢ëç¨â ï ¨§ à¥§ã«ìâ â  (39),  å®¤¨¬

(s)

C i
jk =

1
2

h(s)
H i

j;k +
(s)

H i
k;j +�i��j�

�(s)
H

�
�;k �

(s)

H
�
k;�

�
+

+�i��k�

�(s)
H�

�;j �
(s)

H�
j;�

�i
+

s�1X
�=1

h(�)
H �

j

(s��)

G i
�k +

(�)

H �
k

(s��)

G i
�j +

+�i��j�

�(�)
H �

�

(s��)

G
�
�k �

(�)

H �
k

(s��)

G
�
��

�
++�i��k�

�(�)
H �

�

(s��)

G
�
�j �

(�)

H �
j

(s��)

G
�
��

�i
;

i; j; k; �; �; � = 1; : : : ; n; s = 1; : : : ; l. �®¤áâ ¢«ïï ¢ (38), ¯®«ãç ¥¬ (37). �¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
â¥®à¥¬ë ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯à®áâ®© ¯à®¢¥àª®©.
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4. �¨¯®¢®¥ ç¨á«® ¨ ®á®¢ ï á¨áâ¥¬  ãà ¢¥¨©

4.1. � ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã x 2 X ¨ à áá¬®âà¨¬ ¢â®àãî ®á®¢ãî ä®à¬ã II� = !�
i 
 � i =

dei�� 
 � i 2 S2T �x (X), � = 1; : : : ; p; i = 1; : : : ; n, ¯®¢¥àå®áâ¨ F ¢ â®çª¥ x. �®áª®«ìªã ¢áïª®¥
«¨¥©®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¡ §¨á  (��(x))

p
�=1 ¢ T

?
x F ¢«¥ç¥â â®ç® â ª®¥ ¦¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ä®à¬

(II�(x))p�=1, â® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  áà¥¤¨ ä®à¬ II1; : : : ; IIp ¨¬¥¥âáï à®¢® q «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå,
q � p, ¡ §¨á (��(x))

p
�=1 ¬®¦® ¢ë¡à âì â ª, çâ®¡ë IIq+1 = � � � = IIp = 0. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ §¨á

(��(x))
p
�=1 ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ¢ë¡à ë¬ â ª¨¬ ®¡à §®¬. �â®á¨â¥«ì® íâ®£® ¡ §¨á  ¨¬¥¥¬ !

q+1
i =

� � � = !
p
i = 0, i = 1; : : : ; n. �à¨ íâ®¬ q-¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® Nx ¢ T?x F , ¯®à®¦¤¥®¥ ®à¬ «ï¬¨

�1; : : : ; �q,  §ë¢ ¥âáï £« ¢ë¬ ®à¬ «ìë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ [3].
�«ï ª ¦¤®£® � = 1; : : : ; q á¨áâ¥¬  1-ä®à¬ (!�

i )
n
i=1 ®¯à¥¤¥«ï¥â «¨¥©®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ !

� :
Tx(X) ! Tx(X) ¯® ä®à¬ã«¥ !�(u) = �ijh!�

i ; ui�j , £¤¥ h�; �i | á¯ à¨¢ ¨¥, u 2 Tx(X), i; j =
1; : : : ; n. �¨¯®¢ë¬ ç¨á«®¬ ¯®£àã¦¥¨ï z ¢ â®çª¥ x 2 X  §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®¥ ¨§ â ª¨å æ¥«ëå
ç¨á¥« t, çâ® ¢ Tx(X) ¨¬¥¥âáï t ¢¥ªâ®à®¢ u1; : : : ; ut, ¤«ï ª®â®àëå qt ¢¥ªâ®à®¢ !�(u�), � = 1; : : : ; t,
� = 1; : : : ; q, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ([2], ¯à¨¬. 17, c. 317). �¨¯®¢ë¬ ç¨á«®¬ ¯®£àã¦¥¨ï z : X ! �
¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ç¨á«® t(z) = min

x2X
t(x), £¤¥ t(x) | â¨¯®¢®¥ ç¨á«® ¢ â®çª¥ x.

�¥®à¥¬  7. �á«¨ ã C3-¯®£àã¦¥¨ï z : X ! � à §¬¥à®áâì £« ¢®£® ®à¬ «ì®£® ¯à®-

áâà áâ¢  q(x) = const, ¨ â¨¯®¢®¥ ç¨á«® t(z) � 3, â® ¢áïª®¥ à¥è¥¨¥ f�s�i
j ; �

s!�
i ; �

s
{
�
�g

l
s=1,

i; j = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p, á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© (253), (255) ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï

(257).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®¯¨à ¥âáï   á«¥¤ãîé¨¥ «¥¬¬ë [1].

�¥¬¬  7. �á«¨ q(x) = const   X, ¨ t(z) � 2, â® ¯®¢¥àå®áâì z(X) á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¥ª®-

â®à®¬ (n+ q)-¬¥à®¬ ¯«®áª®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ ¯à®áâà áâ¢  �.

�¥¬¬  8. �á«¨ f �
1 ; : : : ;  

�
hg

p
�=1 | á¨áâ¥¬  ¨§ hp «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå 1-ä®à¬, f'�gp�=1 |

á¨áâ¥¬  ¨§ p k-ä®à¬, k < h, â® ¨§ à ¢¥áâ¢ 
pP

�=1
'� ^  �

i = 0, i = 1; : : : ; h, á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥

'� = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 7 ¢ à¨¬ ®¢®© á¨âã æ¨¨ ¯à¨¢¥¤¥® ¢ áâ âì¥ [1]. � á¯à®áâà ¥¨¥ ¥£®
  ¯á¥¢¤®à¨¬ ®¢ á«ãç © ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®á®¡®£® âàã¤ . �¥¬¬  8 ¤®ª §   ¢ [1] ¯®«®áâìî.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 7. � á¨«ã «¥¬¬ë 7 ¡¥§  àãè¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ®
q(x) = p. �®¯ãáâ¨¬ á ç « , çâ® l = 1. �¨ää¥à¥æ¨àãï ¢¥è¥ ãà ¢¥¨ï (26)5, ¨á¯®«ì§ãï (6),
¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã

��!�
i ^ [d�{

�
� ��k(�!�

k ^ !
�
k + !�

k ^ �!
�
k )���(�{�

� ^ {
�
� + {

�
� ^ �{

�
� )] = 0;

i; k = 1; : : : ; n; �; �; � = 1; : : : ; p. � ª ª ª t(z) � 3, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 3p «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬ëå 1-ä®à¬ !�

i . �® «¥¬¬¥ 8 ®âáî¤  á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® (267). �à¨ l = 1 â¥®à¥¬  ¤®ª §  .
�ãáâì l > 1. �® ¨¤ãªæ¨¨ ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® â¥®à¥¬  ¤®ª §   ¤«ï ¢á¥å s � l � 1, ¨ ¤®ª ¦¥¬

¥¥ ¤«ï ¯®àï¤ª  s = l. �¨ää¥à¥æ¨àãï ¢¥è¥ ãà ¢¥¨¥ (255), ¨á¯®«ì§ãï (6), (253) ¨ (255),
¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã

��!�
i ^ [��

l!�
k ^ !

�
k � !�

k ^ �
l!�

k +��(�l{�
� ^ {

�
� + {

�
� ^ �

l
{
�
� )� d�l{�

� ] + 2A; (40)

£¤¥ ®¡®§ ç¥®

A =
l�1X
�=1

(d���k
i ^ �

l��!�
k � ���k

i ^ d�
l��!�

k +��d��!�
i ^ �

l��
{
�
� �

�����!�
i ^ d�

l��
{
�
� +�����k

i ^ �
l��!�

k ^ {
�
� +
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+������!
�
i ^ �

l��
{
�
� ^ {

�
� � �k

i ^ �
��j

k ^ �
l��!�

j �

����k
i ^ �

�!�
k ^ �

l��
{
�
� � ���k

j ^ �
l���j

i ^ !
�
k ++�k����!�

k ^ �
l��!�

i ^ !
�
k );

i; j; k = 1; : : : ; n; �; �; � = 1; : : : ; p. � ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ (253), (255), (257) ¯à¨ s < l áã¬¬  A ¯à¨¢®-
¤¨âáï ª ¢¨¤ã

A =
l�1X
�=1

(�k����!�
k ^ !

�
i ^ �

l��!�
k +����!�

i ^ �
�
{
�
� ^ �

l��
{
�
� );

i; k = 1; : : : ; n; �; �; � = 1; : : : ; p. �®¤áâ ¢«ïï íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ A ¢ (40), ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã

��!�
i ^ [��

l!�
k ^ !

�
k � !�

k ^ �
l!�

k +��(�l{�
� ^ {

�
� + {

�
� ^ �

l
{
�
� )�

� d�l{�
� + 2

l�1X
�=1

(�k��!�
k ^ �

l��!�
k +����{�

� ^ �
l��
{
�
� )] = 0;

i; k = 1; : : : ; n; �; �; � = 1; : : : ; p. �à¨¬¥¥¨¥¬ «¥¬¬ë 8 ®âáî¤  ¢ë¢®¤¨âáï à ¢¥áâ¢® (257) ¯à¨
s = l.

4.2. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ t(z) � 4 ãà ¢¥¨ï (255) ¨ (257) ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ á¨áâ¥¬ë (252),
(253).

�¥®à¥¬  8. �á«¨ ã C3-¯®£àã¦¥¨ï z : X ! � à §¬¥à®áâì £« ¢®£® ®à¬ «ì®£® ¯à®-

áâà áâ¢  q(x) = const   X, ¨ t(z) � 4, â® ¤«ï ¢áïª®£® à¥è¥¨ï f�s�i
j ; �

s!�
i g

l
s=1 á¨áâ¥¬ë

ãà ¢¥¨© (252), (253) áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥¨¥ f�s�i
j ; �

s!�
i ; �

s
{
�
�g

l
s=1, i; j = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p,

á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© (252), (253), (255), (257) á â®© ¦¥ ¯ à®© ¯¥à¢ëå í«¥¬¥â®¢ �s�i
j ; �

s!�
i .

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®© â¥®à¥¬ë ¥®¡å®¤¨¬ 

�¥¬¬  9. �ãáâì ã ¯®£àã¦¥¨ï z : X ! � ¢ â®çª¥ x 2 X à §¬¥à®áâì £« ¢®£® ®à-

¬ «ì®£® ¯à®áâà áâ¢  q(x) = p, ¨ â¨¯®¢®¥ ç¨á«® t(z) � 4. �®£¤  ¤«ï ¢áïª®© á¨áâ¥¬ë ä®à¬


�
i 2 ^2T �x (X), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î

��(!�
i ^ 


�
j � !�

j ^ 

�
i ) = 0; � = 1; : : : ; p; i; j = 1; : : : ; n; (41)

áãé¥áâ¢ã¥â á¨áâ¥¬  ä®à¬ ��� 2 T �x (X), �; � = 1; : : : ; p, â ª ï, çâ®


�
i = ����� ^ !

�
i ; ��� = ����: (42)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áª®«ìªã t(z) � 4, â® ¢ â®çª¥ x áà¥¤¨ ä®à¬ !�
i , i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p,

áãé¥áâ¢ã¥â ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 4p «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå. �ãáâì íâ® ¡ã¤ãâ (!�
1 ; !

�
2 ; !

�
3 ; !

�
4 )

p
�=1. �®« -

£ ï ¢ (41) i = 1, j = 2, ã¬®¦ ï ¢¥è¥   (2p�1)-ä®à¬ã !1
1^ � � �^ !

p
1^ !

1
2^� � �^!

��1
2 ^!�+1

2 ^� � �^!p
2,

¯®«ãç¨¬ ��
�
1 ^!

1
1^� � �^!

p
1 ^!

1
2 ^� � �^!

p
2 = 0, � = 1; : : : ; p. � «®£¨ç® ¬®¦¥¬ § ¯¨á âì ¥é¥ ¤¢ 

à ¢¥áâ¢ : ��
�
1 ^!

1
1 ^ � � � ^!

p
1 ^!

1
3 ^ � � � ^!

p
3 = 0, ��
�

1 ^!
1
1 ^ � � � ^!

p
1 ^!

1
4 ^ � � � ^!

p
4 = 0. �§ íâ¨å

âà¥å à ¢¥áâ¢ á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ä®à¬ë !�
1 , !

�
2 , !

�
3 , !

�
4 , � = 1; : : : ; p, ¤®¯®«¨âì ¤® ¡ §¨á  ¢ T �x (X),

â® ¢ à §«®¦¥¨¨ 
�
1 ¯® íâ®¬ã ¡ §¨áã ª ¦¤ë© ç«¥ á®¤¥à¦¨â ¬®¦¨â¥«¥¬ !�

1 , â. ¥. íâ® à §«®¦¥-
¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ 
�

1 = k��1 ^ !
�
1 , k

�
�1 2 T �x (X), �; � = 1; : : : ; p. �à®¢¥¤ï   «®£¨çë¥ à ááã¦¤¥¨ï á

ä®à¬ ¬¨ 
�
2 , 


�
3 , 


�
4 , ¯®«ãç¨¬


�
h = k��h ^ !

�
h; �; � = 1; : : : ; p; h = 1; : : : ; 4; (43)

£¤¥ k��h 2 T �x (X), áã¬¬¨à®¢ ¨ï ¯® h ¥â. �®¤áâ ¢«ïï (43) ¢ (41), ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥
  ä®à¬ë k��h:

(��k��h +��k��g) ^ !
�
h ^ !

�
g = 0; �; � = 1; : : : ; p; g; h = 1; : : : ; 4; (44)

áã¬¬¨à®¢ ¨ï ¯® h; g ¥â. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ä®à¬  ��k��h +��k��g ¨¬¥¥â ¢¨¤

��k��h +��k��g = a��hg!
�
h + b��hg!

�
g ; �; �; � = 1; : : : ; p; h; g = 1; : : : ; 4: (45)
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ®¤®¢à¥¬¥®© ¯¥à¥áâ ®¢ª¥ ¨¤¥ªá®¢ h, g ¨ �, � «¥¢ ï ç áâì (45) ¥ ¬¥ï¥âáï.
�®¢¥àè ï ¤¢ ¦¤ë â ªãî ¯¥à¥áâ ®¢ªã, ¯®«ì§ãïáì «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâìî ä®à¬ !

�
h ¨ !

�
g ¯à¨

h 6= g,  å®¤¨¬ b��gh = a��hg. �«¥¤®¢ â¥«ì®, (45) ¬®¦¥¬ § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

��k��h +��k��g = a��hg!
�
h + a��gh!

�
g ; �; �; � = 1; : : : ; p; h; g = 1; : : : ; 4: (46)

� ¬¥¨¢ §¤¥áì ¨¤¥ªá h   ¨¤¥ªá f 6= g; h; f 2 f1; 2; 3; 4g, ¢ëç¨â ï ¯®«ãç¥ë¥ à¥§ã«ìâ âë,
¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

��(k��h � k��f) = a��hg!
�
h � a��fg!

�
f + (a��gh � a��gf )!

�
g :

� ¬¥¨¢ §¤¥áì ¨¤¥ªá g   ¨¤¥ªá r 6= h; g; f ; r 2 f1; 2; 3; 4g, ¨ ¢ëç¨â ï à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¨¬

(a��hg � a��hr)!
�
h � (a��fg � a��fr)!

�
f + (a��gh � a��gf )!

�
g �

� (a��rh � a��rf )!
�
r = 0; �; �; � = 1; : : : ; p; f; g; h; r = 1; : : : ; 4:

� á¨«ã «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ä®à¬ !�
h; !

�
g ; !

�
f ; !

�
r ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ á®¢¯ ¤ îé¨å h, g, f , r ®âáî¤ 

á«¥¤ã¥â, çâ® a��hg = a��hr, ¨ § ç¨â, ¬®¦¥¬ ¯®«®¦¨âì a��hg = a��h. �®«®¦¨¬

���h = ��k��h �����a��g!
�
g ; �; �; � = 1; : : : ; p; h; g = 1; : : : ; 4; (47)

áã¬¬¨à®¢ ¨ï ¯® g ¥â. �§ (46) á«¥¤ã¥â, çâ® ���h + ���g = 0. � ¬¥ïï §¤¥áì ¨¤¥ªá h   ¨¤¥ªá
f 6= g; h; f 2 f1; 2; 3; 4g ¨ ¢ëç¨â ï à¥§ã«ìâ âë,  å®¤¨¬ ���h��

�
�f = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ���1 = � � � =

���4, ¨ ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®«®¦¨âì ���h = ��� , �; � = 1; : : : ; p. �à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«¨âáï ¢â®à®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢
(42).

�á«¨ â¥¯¥àì ¢ (47) § ¬¥¨âì ¨¤¥ªá g   ¨¤¥ªá f 6= g; f 2 f1; 2; 3; 4g, ¢ëç¥áâì à¥§ã«ìâ â ¨§
(47) ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâìî ä®à¬ !�

g ¨ !
�
f ¯à¨ f 6= g, ¯®«ãç¨¬ a��g = 0.

�®¤áâ ¢«ïï k��h = ����� ¢ (43),  å®¤¨¬ 
�
h = ����� ^ !

�
h, �; � = 1; : : : ; p, h = 1; : : : ; 4. �á«¨ ¢ (41)

¯®«®¦¨âì i = 1; : : : ; n,   j 2 f1; 2; 3g, â® ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

��!�
j ^ (


�
i +��!�

i ^ �
�
� ) = 0; �; � = 1; : : : ; p:

�® «¥¬¬¥ 8 ®âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â ¯¥à¢®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢ (42).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 8. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 7, ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï ¢áïª®£® à¥-
è¥¨ï f�s�i

j; �
s!�

i g
l
s=1 á¨áâ¥¬ë (252), (253)  ©¤¥âáï à¥è¥¨¥ f�s�i

j ; �
s!�

i ; �
s
{
�
�g

l
s=1 ãà ¢¥¨ï

(255). � áá¬®âà¨¬ á ç «  á«ãç © l = 1. �¨ää¥à¥æ¨àãï ¢¥è¥ à ¢¥áâ¢® (253), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

�d��i
k ^ �

k
j + ��i

k ^ d�
k
j � d�i

k ^ ��
k
j +�i

k ^ d��
k
j +

+�j��d�!�
i ^ !

�
j ��i���!�

i ^ d!
�
j +�i��d!�

i ^ �!
�
j �

��i��!�
i ^ d�!

�
j = 0; i; j; k = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p:

�á¯®«ì§ãï (6), (252) ¨ (253), ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã (41), ¢ ª®â®à®¬


�
i = ��k

i ^ !
�
k +�k

i ^ �!
�
k +���!�

i ^ {
�
� � d�!�

i ; (48)

i; k = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p. �ãáâì ��� | 1-ä®à¬ë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ «¥¬¬®© 9. �¡®§ ç¨¢
�{�

� = ���� , ¨§ (42) ¨ (48) ¯®«ãç ¥¬ (26), çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã 8 ¯à¨ l = 1.
�à¨ l > 1 ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 8 ¯à®¢¥¤¥¬ ¯® ¨¤ãªæ¨¨. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ®  ¤®ª §  

¤«ï ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢ s � l � 1, ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥¥ ¤«ï s = l. �¨ää¥à¥æ¨àãï ¢¥è¥ (253) ¯à¨ s = l,
¨á¯®«ì§ãï (6), (253) ¨ (252), ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã

�i��!�
i ^ (�

k
j ^ �

l!�
k + �l�k

j ^ !
�
k +���l!�

j ^ {
�
� � d�l!�

j )�

��i��!�
j ^ (�

l�k
i ^ !

�
k +�k

i ^ �
l!�

k +���l!�
i ^ {

�
� � d�l!�

i ) + 2B = 0; (49)
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£¤¥ ®¡®§ ç¥®

B =
l�1X
�=1

(���i
� ^ �

l����
k ^ �

k
j ��i����!�

i ^ �
l��!�

k ^ �
k
j �

� �i
k ^ �

��k
j ^ �

l����
j +�k���i

k ^ �
�!�

k ^ �
l��!�

j �

� d���i
k ^ �

l���k
j + ���i

k ^ d�
l���k

j +

+�i��d��!�
i ^ �

l��!�
j ��i����!�

i ^ d�
l��!�

j )

i; j; k; l; � = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p:

�à¨¬¥ïï (253) ¨ (255) ¤«ï s < l, ¯à¨¢¥¤¥¬ áã¬¬ã B ª ¢¨¤ã

B = �i��!�
i ^

l�1X
�=1

(�l���k
j ^ �

�!�
k +���l��!�

j ^ �
�
{
�
� )�

��i��!�
j ^

l�1X
�=1

(�l���k
i ^ �

�!�
k +���l��!�

i ^ �
�
{
�
� ):

�®¤áâ ¢«ïï  ©¤¥®¥ B ¢ (49), ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã (41), ¢ ª®â®à®¬


�
i =

lX
�=1

(���k
i ^ �

l��!�
k + �l���k

i ^ �
�!�

k +

+����!�
i ^ �

l��
{
�
�) +

l�1X
�=1

���l��!�
i ^ �

�
{
�
� � d�l!�

i ;

i; j; k = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p:

(50)

�á«¨ â¥¯¥àì ��� | 1-ä®à¬ë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ «¥¬¬®© 9, â®, ¯®« £ ï �l{�
� = ���� , ¨§ (50) ¨ (42)

¯®«ãç ¥¬ (255) ¯à¨ s = l.
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