
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

2007 ���������� ò 10 (545)

��� 517.929

�.�. ���������, �.�.�������

����� �������������� �������� �� ���������� �����
T �M �������� ������������, ������������

������������ � ������ �����

�à¨¬¥­¥­¨¥ äã­ªâ®à  �¥©«ï TA, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® «®ª «ì­®©  «£¥¡à®© A, ª ¯®«î £¥®¬¥âà¨-
ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  � ­  £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M , ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥¬ã á®¡®© á¥ç¥­¨¥ � : M ! E
à áá«®¥­¨ï E ! M , ¯à¨á®¥¤¨­¥­­®£® ª à áá«®¥­¨î à¥¯¥à®¢ BrM ¯®àï¤ª  r, ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®-
«î £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  TA� : TAM ! TAE, ­  à áá«®¥­¨¨ �¥©«ï TAM , ­ §ë¢ ¥¬®¬ã
¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ¨«¨ ¯®«­ë¬ «¨äâ®¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  � [1], [2]. �.�.�¨à®ª®¢ë¬ [2] ¡ë-
«® ®¡­ àã¦¥­®, çâ® à áá«®¥­¨¥ �¥©«ï TAM ­¥á¥â ­  á¥¡¥ áâàãªâãàã £« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï
­ ¤  «£¥¡à®© A. �® ®â­®è¥­¨î ª íâ®© áâàãªâãà¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© «¨äâ TA� ï¢«ï¥âáï A-£« ¤ª¨¬
®â®¡à ¦¥­¨¥¬. A-£« ¤ª®¥ á¥ç¥­¨¥ � : TAM ! TAE ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¢¨¤  â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â
­¥ª®â®à®¥ á¥ç¥­¨¥ � : M ! E, ¯®íâ®¬ã ¢áïª®¥ A-£« ¤ª®¥ ¯®«¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  �
­  à áá«®¥­¨¨ �¥©«ï TAM ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª «¨äâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯®«ï £¥®¬¥âà¨-
ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  � c ¬­®£®®¡à §¨ï M ­  à áá«®¥­¨¥ TAM . �«¥¤ãï â¥à¬¨­®«®£¨¨ �âã¤¨ [3],
�.�.�¨à®ª®¢ ­ §ë¢ « A-£« ¤ª¨¥ ®¡ê¥ªâë ­  à áá«®¥­¨¨ �¥©«ï TAM á¨­¥ªâ¨ç¥áª¨¬¨ à áè¨-
à¥­¨ï¬¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå «¨äâ®¢ (­ ¯à., [4], á. 161{162). � á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì­®©  «£¥¡àë �¥©«ï A
áâà®¥­¨¥ á¨­¥ªâ¨ç¥áª¨å «¨äâ®¢ â¥­§®à­ëå ¯®«¥© ¨ «¨­¥©­ëå á¢ï§­®áâ¥© ¨§ãç «®áì ¢ [5].

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨áá«¥¤ãîâáï á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¬¥¦¤ã £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ­  á«®¥-
­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ (M;F) ¨ ®¡®¡é¥­­®¬ à áá«®¥­¨¨ �¥©«ï T �M , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¬ í¯¨¬®àä¨§¬®¬
� : A! B «®ª «ì­ëå  «£¥¡à �¥©«ï. � áá«®¥­¨ï â ª®£® â¨¯  ¢ á«ãç ¥ à áá«®¥­­ëå ¬­®£®®¡à -
§¨© ®¡é¥£® ¢¨¤  E ! M ¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ «®ª «ì­ëå  «£¥¡à �¥©«ï � : A ! B ¨§ãç «¨áì ¢
[6] ¨ [7]. � ç áâ­®áâ¨, ¢ [6] ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¢áïª¨© à áá«®¥­­ë© äã­ªâ®à ­  ª â¥£®à¨¨ à á-
á«®¥­­ëå ¬­®£®®¡à §¨©, á®åà ­ïîé¨© ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­­ë¬ äã­ªâ®à®¬ �¥©«ï,
®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ ­¥ª®â®àë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ � : A! B. � à ¡®â¥  ¢â®à®¢ [11] ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ®
à áá«®¥­¨¥ T �M ­ ¤ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ M à §¬¥à­®áâ¨ n + m á® á«®¥­¨¥¬ ª®à §¬¥à­®áâ¨ n ­¥-
á¥â ­  á¥¡¥ áâàãªâãàã á«®¥­®£® A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥¬®£® A-¬®¤ã«¥¬ An �Bm.
� áá«®¥­¨¥ T �M , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ í¯¨¬®àä¨§¬ã  «£¥¡à ¯«îà «ì­ëå ç¨á¥«, íª¢¨¢ «¥­â­® ¯®-
«ãª á â¥«ì­®¬ã à áá«®¥­¨î ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , ¨§ãç ¢è¥¬ãáï ¢ [8]. �¥®¬¥âà¨¨ ¯®«ãª á â¥«ì­ëå
à áá«®¥­¨© ¨ £« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à §¨© ­ ¤  «£¥¡à ¬¨ ¯«îà «ì­ëå ç¨á¥« ¯®á¢ïé¥­  ®¡§®à­ ï à -
¡®â  [9].

1. � áá«®¥­¨ï �¥©«ï á«®¥­ëå ¬­®£®®¡à §¨©

�®­¥ç­®¬¥à­ ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï  áá®æ¨ â¨¢­ ï ã­¨â «ì­ ï  «£¥¡à  A ­ §ë¢ ¥âáï «®ª «ì­®©

¢ á¬ëá«¥ �.�¥©«ï (¨«¨ ¯à®áâ®  «£¥¡à®© �¥©«ï) [10], [4], ¥á«¨ ¥¥ à ¤¨ª « Rad(A) =
�

A (¬­®¦¥áâ¢®

­¨«ì¯®â¥­â­ëå í«¥¬¥­â®¢) ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ ¨¤¥ «®¬ ¨ ä ªâ®à- «£¥¡à A=
�

A ¨§®¬®àä­ 
 «£¥¡à¥ R ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«. �¤­®¬¥à­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ A, ­ âï­ãâ®¥ ­  ¥¤¨-
­¨æã 1A  «£¥¡àë A, ®¡à §ã¥â ¯®¤ «£¥¡àã, ¨§®¬®àä­ãî R. �âã ¯®¤ «£¥¡àã ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì
á R, áç¨â ï, çâ® R � A ¨ 1A � 1 2 R. �à¨ íâ®¬ «®ª «ì­ ï  «£¥¡à  A ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥
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¯®«ã¯àï¬®© áã¬¬ë

A = R�
�

A: (1)

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á à §«®¦¥­¨¥¬ (1) í«¥¬¥­â X 2 A ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ X = x +
�

X, £¤¥

x 2 R,
�

X 2
�

A. �ãáâì (
�

A)r | r-ï áâ¥¯¥­ì ¨¤¥ « 
�

A. � §¬¥à­®áâì N ä ªâ®à- «£¥¡àë
�

A=(
�

A)2

­ §ë¢ ¥âáï è¨à¨­®©  «£¥¡àë A. � âãà «ì­®¥ ç¨á«® q, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ (
�

A)q 6= 0,

(
�

A)q+1 = 0, ­ §ë¢ ¥âáï ¢ëá®â®©  «£¥¡àë A. �«£¥¡à  �¥©«ï A è¨à¨­ë N ¨ ¢ëá®âë q ¨§®¬®àä­ 
ä ªâ®à- «£¥¡à¥  «£¥¡àëR

�
[t1; : : : ; tN ]

�
ä®à¬ «ì­ëå áâ¥¯¥­­ëå àï¤®¢ ®â N ¯¥à¥¬¥­­ëå t1; : : : ; tN

á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ R. �­  â ª¦¥ ¨§®¬®àä­  ä ªâ®à- «£¥¡à¥  «£¥¡àëR(N; q) = R[t1; : : : ; tN ; q]
áà¥§ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ � q ®â N ¯¥à¥¬¥­­ëå. �ç¥¢¨¤­®, çâ®  «£¥¡à  A è¨à¨­ë N ¨
¢ëá®âë q ¨§®¬®àä­  ­¥ª®â®àë¬ ä ªâ®à- «£¥¡à ¬  «£¥¡à R

�
[t1; : : : ; tN

0

]
�
¨ R(N 0; q0) ¯à¨ N 0 > N

¨ q0 > q.
�ãáâì, ¤ «¥¥, I � A | ¨¤¥ «, B = A=I | ä ªâ®à- «£¥¡à  ¨ � : A ! B | ¥áâ¥áâ¢¥­­ë©

í¯¨¬®àä¨§¬. B-¬®¤ã«ì Bn, ®¡à §®¢ ­­ë© n-áâà®ª ¬¨, á®áâ®ïé¨¬¨ ¨§ í«¥¬¥­â®¢  «£¥¡àë B,
¬®¦¥â â ª¦¥ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª A-¬®¤ã«ì, ¢ ª®â®à®¬ �X = 0 ¤«ï ¢á¥å � 2 I ¨ X 2 Bn.
�¨¬¢®«®¬ Ann(I) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¨¤¥ «  «£¥¡àë A, á®áâ®ïé¨© ¨§ í«¥¬¥­â®¢,  ­­ã«¨àãîé¨å
¢á¥ í«¥¬¥­âë ¨¤¥ «  I. �  «£¥¡à¥ A ¬®¦­® ¢ë¡à âì ¡ §¨á

feag = fe0 = 1; ea� ; e�ag (2)

â ª®©, çâ® í«¥¬¥­âë fea� ; e�ag ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ¨¤¥ « 
�

A,   í«¥¬¥­âë fe�ag| ¡ §¨á
¨¤¥ «  I. �à¨ â ª®¬ ¢ë¡®à¥ ¡ §¨á  ¢ A ­ ¡®à ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ í«¥¬¥­â®¢ feag = fe0 = 1; ea�g
ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¢ ä ªâ®à- «£¥¡à¥ B.

�à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â X�Y A-¬®¤ã«ï An�Bm ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®®à¤¨­ â ¬¨ X i = xi+
�

X i 2

A, Y � = y� +
�

Y � 2 B, £¤¥ xi; y� 2 R,
�

X i 2
�

A,
�

Y � 2
�

B, i = 1; : : : ; n, � = 1; : : : ;m.
�« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¨§ ®¡« áâ¨ W A-¬®¤ã«ï An�Bm ¢ A-¬®¤ã«ì An0

�Bm0

­ §ë¢ ¥âáï
A-£« ¤ª¨¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® X 2 W ª á â¥«ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ TX� ï¢«ï¥âáï A-«¨­¥©­ë¬. �
á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ãáâ ­®¢«¥­® «®ª «ì­®¥ áâà®¥­¨¥ A-£« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥­¨© ãª § ­­®£® ¢¨¤ .

�¥®à¥¬  1 ([11]). �ãáâì W = W1 �W2 � An � Bm | ®âªàëâë© ª®®à¤¨­ â­ë© ¯ à ««¥-

«¨¯¨¯¥¤ ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬ ª®®à¤¨­ â ¬ ¢ An �Bm, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ ¡ §¨á®¬ (2)
¢ A. �â®¡à ¦¥­¨¥ � : W ! An0

�Bm0

ï¢«ï¥âáï A-£« ¤ª¨¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­®

¨¬¥¥â ¢¨¤

X i0 = 'i
0

(xi) +
qX

jpj=1

1
p!
Dp'i

0

Dxp

�

Xp +  i
0

(xi; y�) +
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v i
0

DxuDyv

�

Xu
�

Y v; (3)

Y �0

= '�
0

(xi; y�) +
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v'�
0

DxuDyv

�

Xu
�

Y v; (4)

£¤¥ u, v ¨ p| ¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªáë, q | ¢ëá®â   «£¥¡àë A,   äã­ªæ¨¨ 'i
0

(xi), '�
0

(xi; y�) ¨  i
0

(xi; y�)
¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ A, B ¨ Ann(I).

�« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ML á ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬  â« á®¬, ª àâë ª®â®à®£® ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï ¢
A-¬®¤ã«¥ L = An�Bm, á äã­ªæ¨ï¬¨ áª«¥©ª¨, ï¢«ïîé¨¬¨áïA-£« ¤ª¨¬¨ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¨,
­ §ë¢ ¥âáï A-£« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬, ¬®¤¥«¨àã¥¬ë¬ A-¬®¤ã«¥¬ L, ¨«¨ L-¬­®£®®¡à §¨¥¬.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ á¨¬¢®« L ¢á¥£¤  ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ®¡®§­ ç¥­¨ï A-¬®¤ã«ï L = An � Bm.

A-¬®¤ã«ì L ­¥á¥â ­  á¥¡¥ ¤¢  á«®¥­¨ï: á«®¥­¨¥
�

F , ®¡à §®¢ ­­®¥ á«®ï¬¨ ¯à®¥ªæ¨¨ An �Bm !
Rn � Rm, fX i; Y �g 7! fxi; y�g, ¨ á«®¥­¨¥ F�, ®¡à §®¢ ­­®¥ á«®ï¬¨ ¯à®¥ªæ¨¨ An � Bm ! An,
fX i; Y �g 7! fX ig. �§ ä®à¬ã« (3) ¨ (4) á«¥¤ã¥â, çâ® A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¨§ ®¡« áâ¨ W
A-¬®¤ã«ï L = An�Bm ¢ A-¬®¤ã«ì L0 = An0

�Bm0

ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨© ¯® ®â­®è¥­¨î
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ª á«®¥­¨ï¬
�

F (â. ¥. ®â®¡à ¦ ¥â á«®¨ ®¤­®£® á«®¥­¨ï ¢ á«®¨ ¤àã£®£®), ®¤­ ª® ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¢
®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥ ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨© ¯® ®â­®è¥­¨î ª á«®¥­¨ï¬ F�. �â®¡à ¦¥­¨¥ �
ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨© ¯® ®â­®è¥­¨î ª á«®¥­¨ï¬ F� ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 
äã­ªæ¨¨  i

0

(xi; y�) ¢ (3) à ¢­ë ­ã«î. � ª®¥ A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ­ §ë¢ ¥âáï [11] á«®¥­ë¬.
L-¬­®£®®¡à §¨¥ML á ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬  â« á®¬, äã­ªæ¨¨ áª«¥©ª¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï á«®¥­ë-

¬¨ A-£« ¤ª¨¬¨ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¨, ­ §ë¢ ¥âáï á«®¥­ë¬ L-¬­®£®®¡à §¨¥¬.

�«®¥­®¥ L-¬­®£®®¡à §¨¥ ML ­¥á¥â ­  á¥¡¥ ª ­®­¨ç¥áª¨¥ á«®¥­¨ï
�

F ¨ F�, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ á«®¥­¨ï¬¨ ­  A-¬®¤ã«¥ L.

�§ ä®à¬ã« (3) ¨ (4) á«¥¤ã¥â, çâ® á«®¨ á«®¥­¨ï F� ­¥áãâ ­  á¥¡¥ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ áâàãªâãàë
B-£« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à §¨©, ¬®¤¥«¨àã¥¬ëå B-¬®¤ã«¥¬ Bm.

A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : ML ! NL
0

¬¥¦¤ã á«®¥­ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨ ­ §ë¢ ¥âáï á«®¥-

­ë¬, ¥á«¨ ®­® ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨© ¯® ®â­®è¥­¨î ª á«®¥­¨ï¬ F� ­  ML ¨ NL
0

.
�«®¥­ë¥A-£« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥¬ë¥A-¬®¤ã«ï¬¨ ¢¨¤ An�Bm, £¤¥ n = 0; 1; : : : ,

m = 0; 1; : : : , ¨ á«®¥­ë¥ A-£« ¤ª¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ®¡à §ãîâ ª â¥£®à¨î. �ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì íâã
ª â¥£®à¨î á¨¬¢®«®¬ (A;B)f -Man.

�à¨¬¥à®¬ á«®¥­®£® L-¬­®£®®¡à §¨ï ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­¨¥ �-áª®à®áâ¥© T �M [11] á«®¥­®£® ¬­®-
£®®¡à §¨ï (M;F). �â ­¤ àâ­®¥ á«®¥­¨¥ F (n) ª®à §¬¥à­®áâ¨ n ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn+m ¯à¥¤áâ -
¢«ï¥â á®¡®© à §¡¨¥­¨¥ íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­  á«®¨ áã¡¬¥àá¨¨

p : Rn+m = Rn �Rm 3 fxi; y�g 7! fxig 2 Rn (i = 1; : : : ; n; � = n+ 1; : : : ; n+m): (5)

�®ª «ì­ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬

' : U 3 fxi; y�g 7! f'j(xi; y�); '�(xi; y�)g 2 U 0

¬¥¦¤ã ®âªàëâë¬¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢ Rn+m ­ §ë¢ ¥âáï «®ª «ì­ë¬  ¢â®¬®àä¨§¬®¬ áâ ­¤ àâ-
­®£® á«®¥­¨ï F (n), ¥á«¨ @'j=@y� = 0. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å «®ª «ì­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á«®¥­¨ï F (n)

®¡à §ã¥â ¯á¥¢¤®£àã¯¯ã �n;m. �«®¥­¨¥ F ª®à §¬¥à­®áâ¨ n ­  (n +m)-¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬  â« á®¬ ( â« á®¬ á«®¥­¨ï) ­  M á äã­ªæ¨ï¬¨ áª«¥©ª¨, ¯à¨­ ¤-
«¥¦ é¨¬¨ ¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �n;m ([12], á. 3). � àâë ¨§  â« á  á«®¥­¨ï ­ §ë¢ îâáï á«®¥­ë¬¨ ª à-
â ¬¨. �­®£®®¡à §¨¥ á® á«®¥­¨¥¬ (M;F) ­ §ë¢ ¥âáï á«®¥­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬. �«®¥¬ á«®¥­¨ï,
¯à®å®¤ïé¨¬ ç¥à¥§ â®çªã x, ­ §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­®¥ á¢ï§­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ Lx 3 x ¢ M ,
®¯à¥¤¥«ïîé¥¥áï «®ª «ì­® ¢ á«®¥­ëå ª àâ å ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¢¨¤  xi = xi0 = const.

�« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ' : M ! M 0 ¬¥¦¤ã á«®¥­ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨ (M;F) ¨ (M 0;F 0) ­ -
§ë¢ ¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨©, ¥á«¨ ®­® ®â®¡à ¦ ¥â á«®¨ á«®¥­¨ï F ¢ á«®¨ á«®¥­¨ï F 0. � «®-
ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å (xi; y�) ¨ (xi

0

; y�
0

) ­ M ¨M 0, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå á«®¥­ë¬¨ ª àâ ¬¨, ¬®àä¨§¬
á«®¥­¨© ' § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨

xi
0

= 'i
0

(xi; y�); y�
0

= '�
0

(xi; y�); (6)

£¤¥ äã­ªæ¨¨ 'i
0

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î @'i
0

=@y� = 0. �«®¥­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¨ ¬®àä¨§¬ë
á«®¥­¨© ®¡à §ãîâ ª â¥£®à¨î Fol.

�ãáâì, ¤ «¥¥, A |  «£¥¡à  �¥©«ï è¨à¨­ë N ¨ ¢ëá®âë q, h : R(N; q) ! A | ­¥ª®â®àë©
í¯¨¬®àä¨§¬  «£¥¡àë R(N; q) = R[t1; : : : ; tN ; q] áà¥§ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ � q ®â N ¯¥à¥-
¬¥­­ëå ­   «£¥¡àã A, � : A! B = A=I | í¯¨¬®àä¨§¬ «®ª «ì­ëå  «£¥¡à,   (M;F) | á«®¥­®¥
¬­®£®®¡à §¨¥. �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ®  «£¥¡àë A ¨ B ®â®¦¤¥áâ¢«¥­ë á ä ªâ®à- «£¥¡à ¬¨  «-
£¥¡àë R(N; q), â ª çâ® h : R(N; q)! A ¨ ��h : R(N; q)! B| ª ­®­¨ç¥áª¨¥ í¯¨¬®àä¨§¬ë. �¢ 
à®áâª  f; g : (RN ; 0) ! (M;x) ­ §ë¢ îâáï �-íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨ [11], ¥á«¨ ®­¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¤­ã ¨
âã ¦¥ âà ­á¢¥àá «ì­ãî A-áª®à®áâì jAtr;xf = jAtr;xg ¨ ®¤­ã ¨ âã ¦¥ B-áª®à®áâì jBx f = jBx g ¢ â®çª¥
x 2M . �« áá �-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ j�xf ­ §ë¢ ¥âáï �-áª®à®áâìî ¢ â®çª¥ x ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M .

�­®¦¥áâ¢® T �M ¢á¥å �-áª®à®áâ¥© ­  ¬­®£®®¡à §¨¨M ­¥á¥â ­  á¥¡¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ãî áâàãªâãàã
£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, à áá«®¥­­®£® ­ ¤ M , ¨ à áá«®¥­¨¥ �� : T �M ! M ¥áâ¥áâ¢¥­­® íª¢¨¢ -
«¥­â­® à áá«®¥­­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î TAtrM �TB

tr
M TBM ! M . � àâ  (U; h), £¤¥
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h:U 3 x 7! fxi; y�g 2 Rn+m ¨§  â« á  á«®¥­¨ï ­  M , ¨­¤ãæ¨àã¥â ­  T �M ª àâã (��1
� (U); h�),

h� : ��1
� (U) 3 X 7! fX i; Y �g 2 An �Bm. �à¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¨ ª®®à¤¨­ â (6) ­  M ¨­¤ãæ¨à®¢ ­-

­ë¥ ª®®à¤¨­ âë fX i; Y �g ­  T �M ¯à¥®¡à §ãîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

X i0 = 'i
0

(xi) +
qX

jpj=1

1
p!
Dp'i

0

Dxp

�

Xp; (7)

Y �0

= '�
0

(xi; y�) +
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v'�
0

DxuDyv

�

Xu
�

Y v; (8)

â. ¥. ¨¬¥îâ ¢¨¤ (3), (4) á R-§­ ç­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ 'i
0

¨ '�
0

¨ á  i
0

(xi; y�) = 0. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, ¬­®£®®¡à §¨¥ T �M ­¥á¥â ­  á¥¡¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ãî áâàãªâãàã á«®¥­®£® A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à -
§¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥¬®£® A-¬®¤ã«¥¬ An � Bm. �®àä¨§¬ á«®¥­¨© ' : M ! M 0 ¨­¤ãæ¨àã¥â á«®¥­®¥
A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ T �' : T �M 3 j�f 7! j�(' � f) 2 T �M 0. �á«¨ ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å
¬®àä¨§¬ ' : M ! M 0 ¨¬¥¥â ãà ¢­¥­¨ï (6), â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ T �' ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ëå ª®®à¤¨-
­ â å ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (7), (8). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ äã­ªâ®à
T � : Fol ! (A;B)f -Man. �ã­ªâ®à T � ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì (®¡®¡é¥­­ë¬) äã­ªâ®à®¬ �¥©«ï.

� ª ¢áïª®¥ á«®¥­®¥ L-¬­®£®®¡à §¨¥, ¬­®£®®¡à §¨¥ T �M ­¥á¥â ­  á¥¡¥ ª ­®­¨ç¥áª®¥ á«®¥­¨¥
F�, á«®¨ ª®â®à®£® ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ®¯à¥¤¥«ïîâáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ X i = const. � áá¬ âà¨-
¢ ï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ T �M ª ª ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ Fol, ¢á¥£¤  ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã á«®¥­¨¥ F�. � áá«®¥-
­¨¥ âà ­á¢¥àá «ì­ëå A-áª®à®áâ¥© TAtrM ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ç áâ­ë© á«ãç © à áá«®¥­¨ï
T �M , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© í¯¨¬®àä¨§¬ã � : A ! R. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ íâ®¬ã á«ãç î á«®¥­¨¥ F�

¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á¨¬¢®«®¬ Ftr.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �«®© LX á«®¥­¨ï F� ­  T �M , à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª ª B-£« ¤ª®¥ ¬­®£®-

®¡à §¨¥, B-¤¨ää¥®¬®àä¥­ à áá«®¥­¨î TBLZ, £¤¥ LZ, Z = ��tr(X), | á«®© á«®¥­¨ï Ftr ­  à áá«®-

¥­¨¨ TAtrM .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¥ªæ¨ï ��tr : T �M ! TAtrM ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨©. �£à ­¨ç¥­¨¥
¯à®¥ªæ¨¨ ��tr ­  á«®© LX á«®¥­¨ï F� ®â®¡à ¦ ¥â LX ­  á«®© LZ , Z = ��tr(X), á«®¥­¨ï Ftr ­ 
TAtrM ¨ ï¢«ï¥âáï áã¡¬¥àá¨¥©. �®áª®«ìªã á«®¨ íâ®© áã¡¬¥àá¨¨ ®¤­®á¢ï§­ë, â® ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë 3 à ¡®âë [13].

2. �­ «¨â¨ç¥áª¨¥ ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¬®àä¨§¬®¢ á«®¥­¨© ' : M ! T �M 0

�â­®áï ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 M �-áâàãî j�ex à®áâª  ex : (RN ; 0) ! (M;x) ¯®áâ®ï­­®£® ®â®¡à -
¦¥­¨ï, ¯®«ãç¨¬ ¢«®¦¥­¨¥

i :M 3 x 7! j�ex 2 T �M (9)

¬­®£®®¡à §¨ï M ¢ à áá«®¥­¨¥ T �M , ï¢«ïîé¥¥áï á¥ç¥­¨¥¬ à áá«®¥­¨ï �� : T �M ! M . �¥ç¥-
­¨¥ (9) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­ã«¥¢ë¬ á¥ç¥­¨¥¬ à áá«®¥­¨ï T �M . �«®¦¥­¨¥ (9) ¬­®£®®¡à §¨ï M ¢
à áá«®¥­¨¥ T �M ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â ª¦¥ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¢«®¦¥­¨¥¬. �¡à § i(M) � T �M ¡ã¤¥¬
®â®¦¤¥áâ¢«ïâì á ¬­®£®®¡à §¨¥¬ M .

�  à áá«®¥­¨¨ T �Rn+m, £¤¥ Rn+m à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ¬­®£®®¡à §¨¥ á® áâ ­¤ àâ­ë¬ á«®-
¥­¨¥¬ (5), áâàãªâãà  ¬­®£®®¡à §¨ï ¨§ ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Man § ¤ ¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ª àâ®©
h� ¤«ï h = id : Rn+m ! Rn+m. �ç¨âë¢ ï íâ®, ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì T �Rn+m á
An �Bm.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì (M;F) ¨ (M 0;F 0) | á«®¥­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¨ ' :M ! T �M 0 | ¬®àä¨§¬

á«®¥­¨©. �®£¤ 

a) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ á«®¥­®¥ A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ '� : T �M ! T �M 0, ®£à ­¨-

ç¥­¨¥ ª®â®à®£® ­  ¬­®£®®¡à §¨¥ M (®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬®¥ á ®¡à §®¬ ­ã«¥¢®£® á¥ç¥­¨ï (9))
á®¢¯ ¤ ¥â á ';
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b) ¢ ç áâ­®áâ¨, á¥ç¥­¨¥ s : M ! T �M , ï¢«ïîé¥¥áï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨©, ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬

®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  s� : T �M ! T �M ¢ ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Man;
c) ¥á«¨ ®¡à § '(M) á®¤¥à¦¨âáï ¢ M 0 � T �M 0, â® '� = T �(�� � ').

�®ª § â¥«ìáâ¢®. a) �ãáâì á­ ç «  M = U | ¯à®áâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ Rn+m,  
M 0 = Rn1+m1 , £¤¥ Rn+m ¨ Rn1+m1 à áá¬ âà¨¢ îâáï ª ª ¬­®£®®¡à §¨ï á® áâ ­¤ àâ­ë¬¨ á«®¥-
­¨ï¬¨ (5). �®áª®«ìªã T �Rn+m ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á An � Bm, â® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ '
¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ ' : U ! An1 �Bm1 ¨ § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨

X i1 = 'i1(xi); Y �1 = '�1(xi; y�); (10)

£¤¥ i = 1; : : : ; n, � = n + 1; : : : ; n +m, i1 = 1; : : : ; n1, �1 = n1 + 1; : : : ; n1 +m1. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á
â¥®à¥¬®© 1 (ä®à¬ã«ë (3) ¨ (4)), ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ®¤­® á«®¥­®¥ A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

'� : (��)
�1(U) � An �Bm ! An1 �Bm1 ; (11)

£¤¥ á¨¬¢®«®¬ �� ®¡®§­ ç¥­  ¯à®¥ªæ¨ï An � Bm ­  Rn+m,   ¨¬¥­­®, ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¨¬¥îé¥¥
ãà ¢­¥­¨ï

X i1 = 'i1(xi) +
qX

jpj=1

1
p!
Dp'i1

Dxp

�

Xp; (12)

Y �1 = '�1(xi; y�) +
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v'�1

DxuDyv

�

Xu
�

Y v: (13)

�§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ¯à®¤®«¦¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï (10) ¤® á«®¥­®£® A-£« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï (11)
¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢® ¯à®¤®«¦¥­¨©.

�ãáâì U2 � Rn2+m2 ¨ U � Rn+m | ®âªàëâë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ,  : U2 ! (��)�1(U) � An�Bm

¨ ' : U ! An1 �Bm1 | ¬®àä¨§¬ë á«®¥­¨©, â®£¤ 

('� �  )� = '� �  �: (14)

�á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢® (14), ¤®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ a) ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥.
� áá¬®âà¨¬ á«®¥­ë¥ ª àâë h : U ! U� � Rn+m ­  (M;F) ¨ h1 : U1 ! U�

1 � Rn1+m1 ­ 
(M 0;F 0) â ª¨¥, çâ® '(U) � (��)�1(U1), ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ '� ­  (��)�1(U) � T �M ä®à¬ã«®©

'� = (h�1 )
�1 � (h�1 � ' � h

�1)� � h�: (15)

�£à ­¨ç¥­¨¥ '�jU ®â®¡à ¦¥­¨ï (15) ­  U � (��)�1(U) á®¢¯ ¤ ¥â á 'jU . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

'�jU = ((h�1 )
�1�(h�1 �'�h

�1)� �h�)jU = (h�1 )
�1 �(h�1 �'�h

�1)�jU��h = (h�1 )
�1�h�1 �'�h

�1 �h = 'jU:

� «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ®â®¡à ¦¥­¨¥ '�jU § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (12) ¨ (13) ¨ ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­-
áâ¢¥­­ë¬ A-£« ¤ª¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬, ¯à®¤®«¦ îé¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ 'jU . �¥®¡å®¤¨¬® â¥¯¥àì ã¡¥-
¤¨âìáï, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ '�jU ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â ­  U ¨ U1. � áá¬®âà¨¬
¤àã£¨¥ á«®¥­ë¥ ª àâë bh : U ! bU� � Rn+m ­  (M;F) ¨ bh1 : U1 ! bU�

1 � Rn1+m1 ­  (M 0;F 0) â ª¨¥,
çâ® '(U) � (��)�1(U1), ¨ ¯ãáâì b'� = (bh�1 )�1 � (bh�1 � ' � bh�1)� � bh�. �¥à¥¯¨è¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ b'� ¢
¢¨¤¥

b'� = (h�1 )
�1 � h�1 � (bh�1 )�1 � (bh�1 � ' � bh�1)� � bh� � (h�)�1 � h�: (16)

�â®¡à ¦¥­¨ï (15) ¨ (16) á®¢¯ ¤ îâ, ¥á«¨

(h�1 � ' � h
�1)� = h�1 � (bh�1 )�1 � (bh�1 � ' � bh�1)� � bh� � (h�)�1: (17)

�§ (7) ¨ (8) á«¥¤ã¥â, çâ® bh� � (h�)�1 = (bh � h�1)�. �ç¨âë¢ ï íâ®, ¯¥à¥¯¨è¥¬ ¯à ¢ãî ç áâì
á®®â­®è¥­¨ï (17) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: h�1 � (bh�1 )�1 � (bh�1 �' � bh�1)� � (bh � h�1)� = h�1 � (bh�1 )�1 � (bh�1 �
'�bh�1�bh�h�1)� = h�1 �(bh�1 )�1�(bh�1 �'�h�1)�. �® ¤®ª § ­­®¬ã ¢ëè¥, ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢ «¥¢®© ¨ ¯à ¢®©
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ç áâïå á®®â­®è¥­¨ï (17) á®¢¯ ¤ îâ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®¢¯ ¤ îâ ¨å ®£à ­¨ç¥­¨ï ­ 
U� � Rn+m. �£à ­¨ç¥­¨¥ «¥¢®© ç áâ¨ ­  U� ¨¬¥¥â ¢¨¤ h�1 � ' � h

�1,   ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¯à ¢®© ç áâ¨
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®â®¡à ¦¥­¨¥ h�1 � (bh�1 )�1 � (bh�1 � ' � h�1), ª®â®à®¥ ¯®á«¥ á®ªà é¥­¨ï ¢§ ¨¬­®
®¡à â­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© á®¢¯ ¤ ¥â á h�1 � ' � h

�1.
�â¢¥à¦¤¥­¨ï b) ¨ c) ï¢«ïîâáï ¯àï¬ë¬¨ á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ à ááã¦¤¥­¨©, ¯à®¢¥¤¥­­ëå ¯à¨ ¤®ª -

§ â¥«ìáâ¢¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï a).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �â®¡à ¦¥­¨¥ '� ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì �-¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï '.

�ãáâì A1 ¨A2 |  «£¥¡àë �¥©«ï, § ¤ ­­ë¥ ª ª ä ªâ®à- «£¥¡àë  «£¥¡à áà¥§ ­­ëå ¬­®£®ç«¥-
­®¢ R(N1; q1) = R[u1; : : : ; uN1 ; q1] ¨ R(N2; q2) = R[s1; : : : ; sN2 ; q2] á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,  
 1 : R(N1; q1) ! A1,  2 : R(N2; q2) ! A2 | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª ­®­¨ç¥áª¨¥ í¯¨¬®àä¨§¬ë.
� áá¬®âà¨¬  «£¥¡àã áà¥§ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ R(N1 +N2; q1+ q2) = R[t1; : : : ; tN1+N2 ; q1 + q2]. �¬¥-
¥âáï ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬ { : R(N1 + N2; q1 + q2) ! R(N1; q1) 
R(N2; q2), ®¯à¥¤¥«¥­­ë©
­  í«¥¬¥­â å ¯á¥¢¤®¡ §¨á  fuAg, A = 1; : : : ; N1 +N2, á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: tA 7! uA ¯à¨ A � N1,
tA 7! sA�N1 ¯à¨ A > N1. �«£¥¡àã A1 
 A2 ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì á ä ªâ®à- «£¥¡à®©  «£¥¡àë
R(N1 +N2; q1 + q2) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ í¯¨¬®àä¨§¬ 

 1 
  2 � { : R(N1 +N2; q1 + q2)! A1 
A2:

�ãáâì, ¤ «¥¥, �1 : A1 ! B1 ¨ �2 : A2 ! B2 | í¯¨¬®àä¨§¬ë «®ª «ì­ëå  «£¥¡à �¥©«ï,  
� : A1 ! A2 ¨ � : B1 ! B2 | £®¬®¬®àä¨§¬ë «®ª «ì­ëå  «£¥¡à â ª¨¥, çâ® ª®¬¬ãâ â¨¢­ 
¤¨ £à ¬¬ 

A1
�

���! A2

�1

??y
??y�2

B1
�

���! B2:

(18)

�§ ãà ¢­¥­¨© (7), (8) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨¬¥­¥­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ � ¨ � ª «®ª «ì­ë¬ ª®®à¤¨­ â ¬
fX i; Y �g ­  à áá«®¥­¨¨ T �1M ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬®àä¨§¬ á«®¥­¨© 	M : T �1M ! T �2M . �§
ãà ¢­¥­¨© (12), (13) § â¥¬ á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®àä¨§¬ã á«®¥­¨© ' :M !M 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª®¬¬ãâ -
â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬  ¬®àä¨§¬®¢ á«®¥­¨©

T �1M
	M���! T �2M

T�1'

??y
??yT�2'

T �1M 0 	M0

���! T �2M 0:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬  (18) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ äã­ª-
â®à®¢ 	 : T �1 ! T �2 .

� ç áâ­®áâ¨, ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ 

A
A
mA���! A

�
�

??y
??y�

B
B
mB���! B;

£¤¥ mA ¨ mB | ®â®¡à ¦¥­¨ï, ¨­¤ãæ¨àã¥¬ë¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ã¬­®¦¥­¨ï ¢  «£¥¡à å A ¨ B á®®â-
¢¥âáâ¢¥­­® (� 
 � 7! ��), ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ äã­ªâ®à®¢ m : T �
� ! T �.
�§ ãà ¢­¥­¨© (12), (13), § ¯¨á ­­ëå ¤«ï í¯¨¬®àä¨§¬®¢ � ¨ � 
 �, ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤-
áâ ¢«¥­¨¥ ¤«ï �-¯à®¤®«¦¥­¨ï '� ¬®àä¨§¬  á«®¥­¨© ' :M ! T �M 0.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ :
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3. �¥©áâ¢¨¥ äã­ªâ®à  T � ­  ª â¥£®à¨¨ à áá«®¥­­ëå ¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢

�¢¥¤¥¬ ª â¥£®à¨î (A;B)f -Mod. �¡ê¥ªâ ¬¨ íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯ àë (L;K),
á®áâ®ïé¨¥ ¨§ A-¬®¤ã«ï L ¨ ¥£® ¯®¤¬®¤ã«ï K â ª¨å, çâ® K ¨§®¬®àä¥­ A-¬®¤ã«î Bm ¯à¨ ­¥ª®-
â®à®¬ m,   ä ªâ®à-¬®¤ã«ì L=K ¨§®¬®àä¥­ A-¬®¤ã«î An ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ n. �à¨ íâ®¬ A-¬®¤ã«ì
L ¨§®¬®àä¥­ A-¬®¤ã«î An�Bm. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨¬¥¥¬ ª®à®âªãî â®ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
A-«¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©

0 �! K
i
�! L

p
�! L=K �! 0;

£¤¥ i | ¢«®¦¥­¨¥ ¯®¤¬®¤ã«ï,   p | ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬ ­  ä ªâ®à-¬®¤ã«ì. �ë¡¥à¥¬ A-
¡ §¨á fEig, i = 1; 2; : : : ; n, ¢ L=K ¨ ¯ãáâì fEig, i = 1; 2; : : : ; n, | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ­ ¡®à í«¥¬¥­â®¢
¨§ L â ª¨å, çâ® p(Ei) = Ei. A-«¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  W ­ ¡®à  fEig ¨§®¬®àä­  L=K �= An ¨
L �= W � K �= An � Bm. �á«¨ fF�g, � = 1; 2; : : : ;m, | B-¡ §¨á ¢ K, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ª ª
m-¬¥à­ë© B-¬®¤ã«ì, â® ¢áïª¨© í«¥¬¥­â X 2 L ®¤­®§­ ç­® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®©
ª®¬¡¨­ æ¨¨

X = X iEi + Y �F�; X i 2 A; Y � 2 B:

�®®â¢¥âáâ¢¨¥ X 7! fX i;Y �g ¨ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ L �= An �Bm.
� ¡®à fEi; F�g, i = 1; 2; : : : ; n, � = 1; 2; : : : ;m, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì (A;B)-¡ §¨á®¬ ¢ A-¬®¤ã«¥

(L;K).
�®àä¨§¬®¬ ¢ ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Mod ¨§ (L;K) ¢ (L0;K 0) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âìA-«¨­¥©­®¥ ®â®¡à -

¦¥­¨¥ ' : L ! L0, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î '(K) � K 0. �®àä¨§¬ ' ¨­¤ãæ¨àã¥â A-«¨­¥©­®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥ ' : (L=K) ! L0=K 0. �®àä¨§¬ë ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Mod ¡ã¤¥¬ â ª¦¥ ­ §ë¢ âì
à áá«®¥­­ë¬¨ A-«¨­¥©­ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨. �®£¤  íâ® ­¥ ¢ë§ë¢ ¥â ­¥¤®à §ã¬¥­¨ï, ®¡ê¥ªâë
(L;K) ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Mod ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ®¤­¨¬ á¨¬¢®«®¬ L ¨ ­ §ë¢ âì à áá«®¥­­ë¬¨

A-¬®¤ã«ï¬¨.
�áïª¨© A-¬®¤ã«ì An �Bm ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Mod ¯® ®â-

­®è¥­¨î ª ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ã ¢«®¦¥­¨î Bm 3 fY �g 7! f0;Y �g 2 An � Bm. �à¨ íâ®¬ A-«¨­¥©­®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥ � : An � Bm ! An0

� Bm0

ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­­ë¬, ¥á«¨ ®­® ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï ¢ A-
«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : An ! An0

, â. ¥. ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â A-«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � â ª®¥, çâ®
ª®¬¬ãâ â¨¢­  ¤¨ £à ¬¬ 

An �Bm �
���! An0

�Bm0

pr
1

??y pr
1

??y
An �

���! An0

:

�­ «®£¨ç­® ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Mod à áá«®¥­­ëå A-¬®¤ã«¥© ¢¢¥¤¥¬ ª â¥£®à¨î Rf -Vect à á-
á«®¥­­ëå ¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢. �¡ê¥ªâ ¬¨ íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯ àë (V;W ), á®-
áâ®ïé¨¥ ¨§ ª®­¥ç­®¬¥à­®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ ¥£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  W . �®àä¨§¬®¬
¢ ª â¥£®à¨¨ Rf -Vect ¨§ (V;W ) ¢ (V 0;W 0) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ' : V ! V 0,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î '(W ) �W 0. �®àä¨§¬ ' ¨­¤ãæ¨àã¥â «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ä ªâ®à-
¯à®áâà ­áâ¢ ' : V=W ! V 0=W 0. �®àä¨§¬ë ª â¥£®à¨¨ Rf -Vect ¡ã¤¥¬ â ª¦¥ ­ §ë¢ âì à áá«®-

¥­­ë¬¨ «¨­¥©­ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨. �¡ê¥ªâ (V;W ) ª â¥£®à¨¨ Rf -Vect ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì â ª¦¥
ª ª «¨­¥©­ë© í¯¨¬®àä¨§¬ p : V ! V=W ¨, ª®£¤  íâ® ­¥ ¢ë§ë¢ ¥â ­¥¤®à §ã¬¥­¨©, ®¤­¨¬ á¨¬-
¢®«®¬ V . � áá«®¥­­ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ¨ ª ª ®¡ê¥ªâë ª â¥£®à¨¨
Fol.
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�¨¬¢®«®¬Rn�Rm ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì à áá«®¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® p : Rn�Rm ! Rn,
fxi; y�g 7! fxig.

�ãáâì (V;W ) | à áá«®¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. � §¨á fEi; F�g, i = 1; 2; : : : ; n, � =
1; 2; : : : ;m, ¢ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V â ª®© ,çâ® ­ ¡®à fF�g, � = 1; 2; : : : ;m, ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬
¢ W ,   ­ ¡®à fEig, i = 1; 2; : : : ; n, ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï ¢ ¡ §¨á fEig, i = 1; 2; : : : ; n, ¯à®áâà ­áâ¢ 
V=W , ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ë¬. �â®¡à ¦¥­¨¥, ®â­®áïé¥¥ í«¥¬¥­âã ¨§ V ¥£® ª®®à¤¨­ âë
®â­®á¨â¥«ì­®  ¤ ¯â¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á , ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (V;W ) ­  Rn �Rm.

�à®áâà ­áâ¢® R1�R0 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«, à áá«®¥­­®¥ ­ ¤
á ¬¨¬ á®¡®©. �ãáâì a : R1�R0�R1�R0 ! R1�R0 ¨m : R1�R0�R1�R0 ! R1�R0 | ®â®¡à -
¦¥­¨ï, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥ á®¡®© á«®¦¥­¨¥ ¨ ã¬­®¦¥­¨¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«. �à¨¬¥­ïï ª íâ¨¬
®â®¡à ¦¥­¨ï¬ äã­ªâ®à T � ¨ ãç¨âë¢ ï, çâ® íâ®â äã­ªâ®à á®åà ­ï¥â ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, ¯®«ãç¨¬ ®â®-
¡à ¦¥­¨ï T �a : T �(R1�R0)�T �(R1�R0)! T �(R1�R0) ¨ T �m : T �(R1�R0)�T �(R1�R0)!
T �(R1 �R0).

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �â®¡à ¦¥­¨ï T �a ¨ T �m § ¤ îâ ­  T �(R1 �R0) áâàãªâãàã «®ª «ì­®©
 «£¥¡àë �¥©«ï, ¨§®¬®àä­®©  «£¥¡à¥ A.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ £«®¡ «ì­ãî ª àâã ­ R1�R0, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬
®â®¡à ¦¥­¨¥¬ h = id : R1 � R0 ! R1 � R0 ¨ ¯®à®¦¤ ¥¬ãî ¥© A1 � B0-ª àâã h�. �®áª®«ìªã
A1 � B0 � A, â® h� ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© £«®¡ «ì­ãî A-ª àâã h� : T �R ! A, § ¤ îéãî ­ 
T �(R1�R0) áâàãªâãàã ®¤­®¬¥à­®£®A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï,A-¤¨ää¥®¬®àä­®£® à¥£ã«ïà­®¬ã
A-¬®¤ã«î A. � ª®®à¤¨­ â å, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ª àâ®© h, ®â®¡à ¦¥­¨ï a ¨m ¨¬¥îâ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®
¢¨¤ a : fx1; x2g 7! x1 + x2, m : fx1; x2g 7! x1x2. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ä®à¬ã«®© (12), �-¯à®¤®«¦¥­¨ï
®â®¡à ¦¥­¨© a ¨m ¨¬¥îâ ¢¨¤ T �a : A�A 3 fX1;X2g 7! X1+X2 2 A ¨ T �m : A�A 3 fX1;X2g 7!
X1X2 2 A ¨ á®¢¯ ¤ îâ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á ®¯¥à æ¨ï¬¨ á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ¢  «£¥¡à¥ A.

�­ «®£¨ç­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3 ¨§ â¥®à¥¬ë 2 ¨ ãà ¢­¥­¨© (3) á«¥¤ã¥â

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �ãáâì a : R0 � R1 � R0 � R1 ! R0 � R1 ¨ m : R0 � R1 � R0 � R1 !
R0�R1 | ®â®¡à ¦¥­¨ï, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥ á®¡®© á«®¦¥­¨¥ ¨ ã¬­®¦¥­¨¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«.

�®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨ï T �a ¨ T �m § ¤ îâ ­  T �(R0 �R1) áâàãªâãàã «®ª «ì­®©  «£¥¡àë �¥©«ï,

¨§®¬®àä­®©  «£¥¡à¥ B.

�ãáâì, ¤ «¥¥, ®â®¡à ¦¥­¨¥ ` : R1 �R0 �R0 �R1 ! R0 �R1 â ª¦¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©

ã¬­®¦¥­¨¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«, ` : fx� 0; 0� yg ! 0� xy. �®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨¥ T �` § ¤ ¥â ­ 

T �(R0 �R1) �= B áâàãªâãàã ¬®¤ã«ï ­ ¤  «£¥¡à®© T �(R1 �R0) �= A.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì  «£¥¡àë T �(R1 �R0) ¨ A, T �(R0 �R1) ¨ B.
�ãáâì â¥¯¥àì (V;W ) | à áá«®¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, dimV = n+m, dimW = m, ¨

¯ãáâì a : V � V ! V ¨ m : R1 �R0 � V ! V | ®â®¡à ¦¥­¨ï, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥ á®¡®© á«®¦¥­¨¥
¢¥ªâ®à®¢ ¨ ã¬­®¦¥­¨¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® ç¨á«  ­  ¢¥ªâ®à.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5. �â®¡à ¦¥­¨ï T �a ¨ T �m § ¤ îâ ­  ¯ à¥ (T �V; T �W ) áâàãªâãàã à á-

á«®¥­­®£® A-¬®¤ã«ï, ¨§®¬®àä­®£® A-¬®¤ã«î An �Bm.

�ãáâì (V 0;W 0) | ¥é¥ ®¤­® à áá«®¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,   ' : V ! V 0 | à áá«®¥­-

­®¥ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, â®£¤  T �'| à áá«®¥­­®¥ A-«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, â. ¥. ¤¥©áâ¢¨¥

äã­ªâ®à  T � ­  ª â¥£®à¨¨ Rf -Vect ®¯à¥¤¥«ï¥â äã­ªâ®à T � : Rf -Vect! (A;B)f -Mod.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¯®«­¥­¨¥  ªá¨®¬ A-¬®¤ã«ï ¤«ï T �V á ®¯¥à æ¨ï¬¨ T �a ¨ T �m á«¥¤ã¥â
¨§ ¢ë¯®«­¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å  ªá¨®¬ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¤«ï V á ®¯¥à æ¨ï¬¨ a ¨ m.
� ¯à¨¬¥à, ¯à¨¬¥­ïï äã­ªâ®à T � ª á®¢¯ ¤ îé¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬ R1�R0�V �V 3 (�; x1; x2)!
�(x1 + x2) 2 V ¨ R1 � R0 � V � V 3 (�; x1; x2) ! �x1 + �x2 2 V , ¯®«ãç ¥¬ á®¢¯ ¤ îé¨¥
®â®¡à ¦¥­¨ï

A� T �V � T �V 3 (�;X1; X2)! �(X1 +X2) 2 T
�V

¨
A� T �V � T �V 3 (�;X1;X2)! �X1 +�X2 2 T

�V:
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� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì £«®¡ «ì­ãî ª àâã ­  Rn�Rm, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬ ®â®¡à ¦¥-
­¨¥¬ h = id, ¨ ¯®à®¦¤ ¥¬ãî ¥© £«®¡ «ì­ãî An�Bm-ª àâã h� ­  T �(Rn�Rm). �à¨¬¥­ïï äã­ª-
â®à T � ª ®¯¥à æ¨ï¬ a ¨m, ª®â®àë¥ ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥îâ ¢¨¤ a : fxi1; y

�
1 ;x

i
2; y

�
2 g 7! fxi1+x

i
2; y

�
1 +

y�2 g, m : f�;xi; y�g 7! f�xi; �y�g, ¨ ¨á¯®«ì§ãï ãà ¢­¥­¨ï (12) ¨ (13), ¯®«ãç¨¬, çâ® �-¯à®¤®«¦¥­¨ï
®¯¥à æ¨© a ¨ m ¨¬¥îâ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢¨¤ T �a : fX i

1; Y
�
1 ;X

i
2; Y

�
2 g 7! fX i

1 + X i
2;Y

�
1 + Y �

2 g ¨
T �m : f�;X i; Y �g 7! f�X i;�Y �g, â. ¥. ­  à áá«®¥­¨¨ T �(Rn �Rm) ¨­¤ãæ¨àã¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï
áâàãªâãà  A-¬®¤ã«ï, ¨§®¬®àä­®£® A-¬®¤ã«î An �Bm. � ¤ «ì­¥©è¥¬ A-¬®¤ã«ì T �(Rn �Rm)
¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì á A-¬®¤ã«¥¬ An �Bm.

�à¨¬¥­ïï äã­ªâ®à T � ª à áá«®¥­­®¬ã ¨§®¬®àä¨§¬ã ¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢

V
'

���! Rn �Rm

p

??y
??yp

V=W
'

���! Rn;

(19)

¯®«ãç¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬ à áá«®¥­­ëå A-¬®¤ã«¥©

T �V
T�'
���! An �Bm

p

??y
??yp

TA(V=W )
TA'
���! An:

(20)

�­ «®£¨ç­® ¤¨ £à ¬¬ ¬ (19) ¨ (20), á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ ¤¨ £à ¬¬ë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® äã­ªâ®à
T � ¯¥à¥¢®¤¨â à áá«®¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢ à áá«®¥­­®¥ A-«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

V
'

���! V 0

p

??y
??yp0

V=W
'

���! V 0=W 0

T�

7�!

T �V
T�'
���! T �V 0

p

??y
??yp0

TA(V=W )
TA'
���! TA(V 0=W 0): �

(21)

�®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¤¨ £à ¬¬ ¬¨ (21) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ç áâ­ë© á«ãç © á®®â¢¥âáâ¢¨ï
¡®«¥¥ ®¡é¥£® ¢¨¤ ,   ¨¬¥­­®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª®â®à®£®
 ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6. � áá«®¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

V
'

���! T �V 0

p

??y
??yp0

V=W
'

���! TA(V 0=W 0)

(22)

¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¬®àä¨§¬ 

T �V
'�

���! T �V 0

p

??y
??yp0

TA(V=W )
'A

���! TA(V 0=W 0)

(23)

¢ ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Mod.
� ç áâ­®áâ¨, ¢ ¤¨ £à ¬¬ å (22) ¨ (23) ¢ ª ç¥áâ¢¥ à áá«®¥­­®£® A-¬®¤ã«ï p0 : T �V 0 !

TA(V 0=W 0) ¬®¦­® ¢§ïâì A-¬®¤ã«ì p0 : An �Bm ! An.
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4. �à®¤®«¦¥­¨ï á«®¥­ëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢

�®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ ¢ ª â¥£®à¨¨ á«®¥­¨© Fol ¨«¨ á«®¥­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ ¡ã-
¤¥¬ ­ §ë¢ âì «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ (E;M;F; p) â ª®¥, çâ® â®â «ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®
E, ¡ §  M ¨ áâ ­¤ àâ­ë© á«®© F | á«®¥­ë¥ £« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï,   ¯à®¥ªæ¨ï p ¨ ¤¨ää¥®-
¬®àä¨§¬ë âà¨¢¨ «¨§ æ¨¨ p�1(U)! U � F | ¨§®¬®àä¨§¬ë ¢ ª â¥£®à¨¨ á«®¥­¨©.

�¥àâ¨ª «ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ �¥©«ï V �E ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®¤à áá«®¥­¨¥ ¢ T �E, á®áâ®ïé¥¥
¨§ �-áª®à®áâ¥© à®áâª®¢ f : (RN ; 0) ! E, ®¡à §ë ª®â®àëå «¥¦ â ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï E. � -
ª¨¬ ®¡à §®¬, V �E = (T �p)�1(M). �áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ V �E ­  E ¨ ­  M ®¡®§­ ç¨¬ á®-
®â¢¥âáâ¢¥­­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: �v� : V �E ! E ¨ V �p : V �E ! M . � áá«®¥­¨¥ V �E ­ ¤
M ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì â ª¦¥ ª ª ®¡à â­ë© ®¡à § (pull-back) i�1(T �E) à áá«®¥­¨ï T �E ¯®
®â­®è¥­¨î ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã ¢«®¦¥­¨î i : M ! T �M . �«®¥­¨¥ F� ¬­®£®®¡à §¨ï T �E ¨­¤ãæ¨-
àã¥â á«®¥­¨¥ F�

v ­  V �E. �á«¨ fxi1 ; y�1g | «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ­  M , fxi1 ; xi2 ; y�1 ; y�2g |
«®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ­  E, â® ­  T �E ¨ V �E ¨­¤ãæ¨àãîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® «®ª «ì­ë¥ ª®-
®à¤¨­ âë fX i1 ;X i2 ;Y �1 ; Y �2g ¨ fxi1 ;X i2 ; y�1 ; Y �2g. � «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å á«®¨ á«®¥­¨ï F�

v

¨¬¥îâ ãà ¢­¥­¨ï xi1 = xi10 ; X
i2 = X i2

0 .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 7. �¥ç¥­¨¥ � : M ! V �E, ï¢«ïîé¥¥áï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨©, ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬

®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® A-£« ¤ª®£® á¥ç¥­¨ï �� : T �M ! T �E ¢ ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Man.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ E =M � F , â® V �E �=M � T �F ¨ á¥ç¥­¨¥ � :M ! V �E, ï¢«ïîé¥-
¥áï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨©, ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨© ' = pr2 �� : M ! T �F .
�® â¥®à¥¬¥ 2 ¬®àä¨§¬ ' ®¤­®§­ ç­® ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® á«®¥­®£® A-£« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï
'� : T �M ! T �F , ª®â®à®¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â á¥ç¥­¨¥ �� = idM �'� : T �M ! T �M � T �F . � á«ã-
ç ¥ «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­®£® à áá«®¥­¨ï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¤­®§­ ç­®© ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨
¯à®¤®«¦¥­¨ï á¥ç¥­¨ï ­ ¤ ®¡« áâï¬¨ âà¨¢¨ «¨§ æ¨¨ à áá«®¥­¨ï E !M .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 8. �ãáâì ' : V �E ! T �M 0 | á«®¥­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, ï¢«ïîé¥¥áï á«®¥­ë¬

A-£« ¤ª¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ­  á«®ïå à áá«®¥­¨ï V �E ! M . �®£¤  cãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥

á«®¥­®¥ A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ '� : T �E ! T �M 0, ®£à ­¨ç¥­¨¥ ª®â®à®£® ­  V �E á®¢¯ ¤ ¥â

á '.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì i : E ! V �E | ¢«®¦¥­¨¥, ï¢«ïîé¥¥áï ®£à ­¨ç¥­¨¥¬ ­ã«¥¢®£®
á¥ç¥­¨ï i : E ! T �E, â®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨¥  = ' � i : E ! T �M 0 ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ á«®¥­¨©.
�® â¥®à¥¬¥ 2 íâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® á«®¥­®£® A-£« ¤ª®£®
®â®¡à ¦¥­¨ï  � : T �E ! T �M 0. �§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ¯à®¤®«¦¥­¨© ®£à ­¨ç¥­¨© ®â®¡à ¦¥­¨ï  
­  á«®¨ à áá«®¥­¨ï E (ï¢«ïîé¨¥áï â ª¦¥ á«®¥­ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨) á«¥¤ã¥â  �jV �E = '.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, '� =  �.

�ãáâì Gr
n ®¡®§­ ç ¥â £àã¯¯ã �¨ r-áâàã© ¢á¥å à®áâª®¢ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ (Rn; 0) ! (Rn; 0),

Gr
n;m | £àã¯¯ã �¨ r-áâàã© ¢á¥å à®áâª®¢ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ (Rn+m; 0) ! (Rn+m; 0) áâ ­¤ àâ­®£®

á«®¥­¨ï F (n) ª®à §¬¥à­®áâ¨ n ­  Rn+m. � ­®­¨ç¥áª ï ¯à®¥ªæ¨ï p : Gr
n;m ! Gr

n ¯®§¢®«ï¥â
à áá¬ âà¨¢ âì £àã¯¯ã �¨ Gr

n;m ª ª á«®¥­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥. �«ï á«®¥­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï (M;F)
(dimM = n + m, codimF = n) ¬­®¦¥áâ¢® Br

folM r-áâàã© ¢á¥å à®áâª®¢ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ á«®¥-
­¨© f : (Rn+m; 0)! (M;x) ­¥á¥â ­  á¥¡¥ áâàãªâãàã £« ¢­®£® à áá«®¥­¨ï ­ ¤ M á® áâàãªâãà­®©
£àã¯¯®© Gr

n;m, ­ §ë¢ ¥¬®£® à áá«®¥­¨¥¬ á«®¥­ëå r-à¥¯¥à®¢ ¬­®£®®¡à §¨ï (M;F) [14]. � á®®â¢¥â-
áâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨, ¬­®£®®¡à §¨¥ Br

folM ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ ¢ T �M , £¤¥
� : R(n+m; r)! R(n; r) | ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬. �áâ¥áâ¢¥­­ ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì äã­ªâ®-
à®¢ T � �T � , T �
� ¨ T � �T �, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¥© äã­ª-
â®à®¢ [10] TA1 �TA2 �= TA1
A2 �= TA2 �TA1 ¨ TB1

tr �TB2

tr
�= TB1
B2

tr
�= TB2

tr �TB1

tr (á¬. â ª¦¥ [7]), ¢«¥-
ç¥â íª¢¨¢ «¥­â­®áâì £« ¢­ëå à áá«®¥­¨© T �Br

folM(T �Gr
n;m; T

�M) ¨ Br
fol(L)T

�M(Gr
fol(L); T

�M),
£¤¥ L = An � Bm, Gr

fol(L) | £àã¯¯  �¨ r-áâàã© á«®¥­ëå A-£« ¤ª¨å à®áâª®¢ (L; 0) ! (L; 0),
  Br

fol(L)T
�M | à áá«®¥­¨¥ á«®¥­ëå A-£« ¤ª¨å r-à¥¯¥à®¢ ­  T �M , â. ¥. à áá«®¥­¨¥ r-áâàã©

85



á«®¥­ëå A-£« ¤ª¨å à®áâª®¢ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ (L; 0)! T �M [11]. � áá«®¥­¨¥ B1
fol(L)T

�M ¥áâ¥-
áâ¢¥­­® íª¢¨¢ «¥­â­® à áá«®¥­¨î á«®¥­ëå A-«¨­¥©­ëå à¥¯¥à®¢ ­  T �M [11].

�¡à â­ë© ®¡à § i�1(Br
fol(L)T

�M) à áá«®¥­¨ï Br
fol(L)T

�M ¯® ®â­®è¥­¨î ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã
¢«®¦¥­¨î i : M ! T �M (á¬. (9)) ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ ­ ¤ M á® áâàãªâãà­®©
£àã¯¯®© Gr

fol(L). �â® à áá«®¥­¨¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì à áá«®¥­¨¥¬ á«®¥­ëå A-£« ¤ª¨å r-à¥¯¥à®¢
­  M , ¤«ï ¥£® ®¡®§­ ç¥­¨ï ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á¨¬¢®« Br

fol(L)M(Gr
fol(L);M). �« ¢­®¥ à áá«®-

¥­¨¥ á«®¥­ëå A-£« ¤ª¨å r-à¥¯¥à®¢ ­  M ¬®¦­® â ª¦¥ ¯®áâà®¨âì ª ª ¯à¨á®¥¤¨­¥­­®¥ ª à á-
á«®¥­¨î Br

folM ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨ï Gr
n;m ­  Gr

fol(L), ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ¢«®¦¥­¨¥¬
Gr
n;m � T �Gr

n;m
�= Gr

fol(L). � áá«®¥­¨¥ B
1
fol(L)M ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â ª¦¥ à áá«®¥­¨¥¬ A-«¨­¥©­ëå

á«®¥­ëå à¥¯¥à®¢ ­  M .
�ãáâì, ¤ «¥¥, � : F ! F | «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­®¥ à áá«®¥­¨¥,   � : Gr

n;m � F ! F ¨
� : Gr

n � F ! F | ¯à ¢ë¥ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ �¨ â ª¨¥, çâ® ª®¬¬ãâ â¨¢­  ¤¨ £à ¬¬ 

Gr
n;m � F

�
���! F

p��

??y
??y�

Gr
n � F

�
���! F :

(24)

� áá¬ âà¨¢ ï ¤¨ £à ¬¬ã (24) ª ª ¬®àä¨§¬ á«®¥­¨©, ¯à¨¬¥­¨¬ ª ­¥© äã­ªâ®à T �. � à¥§ã«ìâ â¥
¯®«ãç¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥

Gr
fol(L)� T �F ! T �F: (25)

�ãáâì (E;M;Gr
n;m; F ) | à áá«®¥­¨¥, ¯à¨á®¥¤¨­¥­­®¥ ª Br

folM , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¥©áâ¢¨î (24),
  (T �E; T �M;Gr

fol(L); T
�F ) | à áá«®¥­¨¥, ¯à¨á®¥¤¨­¥­­®¥ ª Br

fol(L)T
�M , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¥©-

áâ¢¨î (25). �¥àâ¨ª «ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ �¥©«ï V �p : V �E !M ­¥á¥â ­  á¥¡¥ áâàãªâãàã à áá«®¥­¨ï
(V �E;M;Gr

fol(L); T
�F ), ¯à¨á®¥¤¨­¥­­®£® ª £« ¢­®¬ã à áá«®¥­¨î Br

fol(L)M(Gr
fol(L);M). �¥ç¥­¨ï

s : M ! E ¨ � : M ! V �E à áá«®¥­¨© p : E ! M ¨ V �p : V �E ! M , ï¢«ïîé¨¥áï ¬®àä¨§-
¬ ¬¨ á«®¥­¨©, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®«ï¬¨ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ëå á«®¥­ëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ­ 
M â¨¯  F ¨ T �F á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �á«¨ � : M ! V �E | ¯®«¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® á«®¥­®£® £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  â¨¯  T �F ­  M , â® s = �v� � � : M ! E | ¯®«¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® á«®¥­®£®
£¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  â¨¯  F .

�«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë 2, ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 7 ¨ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ááã¦¤¥­¨© ï¢«ï¥âáï

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 9. �®«¥ � : M ! V �E ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  â¨¯ 

T �F ­  M ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¯®«ï á«®¥­®£® A-£« ¤ª®£® ¢ ª â¥£®à¨¨

(A;B)f -Man £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  �� : T �M ! T �E â¨¯  T �F ­  T �M .

�á«¨ ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï � á®¤¥à¦¨âáï ¢ E � V �E, â® �� = T ��.

�®«¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  T �s : T �M ! T �E, ¯®«ãç îé¥¥áï ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ äã­ªâ®à 
T � ª ¯®«î ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® á«®¥­®£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  s : M ! E â¨¯  F ­  á«®¥­®¬
¬­®£®®¡à §¨¨ M , ¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ §ë¢ âì ¯®«­ë¬ «¨äâ®¬ ¯®«ï s á M ­  T �M ,   ¢áïª®¥ ¯®«¥
á«®¥­®£® A-£« ¤ª®£® ¢ ª â¥£®à¨¨ (A;B)f -Man £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  �� : T �M ! T �E â¨¯ 
T �F ­  T �M â ª®£®, çâ® s = �v� � � (á«¥¤ãï [4], á. 161{162), | á¨­¥ªâ¨ç¥áª¨¬ à áè¨à¥­¨¥¬ ¢

á¬ëá«¥ �.�.�¨à®ª®¢  ¯®«­®£® «¨äâ  T �s ¯®«ï ®¡ê¥ªâ  s.

4.1. �®«­ë© «¨äâ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï. � «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ¢ ¯à®-
áâ®© [12] ¯® ®â­®è¥­¨î ª á«®¥­¨î F ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ v : M ! TM
­  ¬­®£®®¡à §¨¨ (M;F) ¨¬¥¥â ãà ¢­¥­¨ï vi = vi(xj), v� = v�(xj ; y�). �à¨¬¥­¥­¨¥ ª á«®¥­®¬ã
®â®¡à ¦¥­¨î äã­ªâ®à  T � ¤ ¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ vC = T �v : T �M ! T �TM �= TT �M , ¨¬¥îé¥¥
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«®ª «ì­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï

V i = vi(xj) +
qX

jpj=1

1
p!
Dpvi(xj)
Dxp

�

Xp; (26)

V � = v�(xj ; y�) +
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+vv�(xj ; y�)
DxuDyv

�

Xu
�

Y v: (27)

�¨­¥ªâ¨ç¥áª¨¥ à áè¨à¥­¨ï ¯®«­®£® «¨äâ  T �v ¨¬¥îâ ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å  ­ «®£¨ç­ë©
¢¨¤ (26), (27), £¤¥ R-§­ ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ vi(xj) § ¬¥­ïîâáï ­  A-§­ ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ vi(xj)+

�
vi(xj),

  R-§­ ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ v�(xj ; y�) § ¬¥­ïîâáï ­  B-§­ ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ v�(xj ; y�) +
�
v�(xj ; y�).

�®«­ë© «¨äâ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬ë¬¨
á¢®©áâ¢ ¬¨.

�á«¨ f | ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ ï äã­ªæ¨ï ­  M , â® (fv)C = fAvC, £¤¥ fA | A-«¨äâ äã­ªæ¨¨ f .
�á«¨ f | ¯à®¨§¢®«ì­ ï äã­ªæ¨ï ­  M ,   w | ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥, ª á â¥«ì­®¥ ª á«®ï¬ á«®¥-

­¨ï F , â® (fw)C = fBwC , £¤¥ fB | B-«¨äâ äã­ªæ¨¨ f .

4.2. �à®¤®«¦¥­¨ï A-«¨­¥©­ëå á¢ï§­®áâ¥©. �¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®« ¬¨ g
1
n, g

1
n;m ¨ g

1
fol(L)  «-

£¥¡àë �¨ £àã¯¯ �¨G1
n, G

1
n;m ¨G1

fol(L) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �«£¥¡à  �¨ g
1
fol(L) ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¨§®¬®àä­ 

 «£¥¡à¥ �¨ T �
g
1
n;m.

�¢ï§­®áâì ¢ à áá«®¥­¨¨ B1
fol(L)M á«®¥­ëå A-«¨­¥©­ëå à¥¯¥à®¢ ­  M ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á«®¥-

­®© A-«¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî ­  M , ¥á«¨ ¥¥ ä®à¬  á¢ï§­®áâ¨

! : TB1
fol(L)M ! g

1
fol(L) (28)

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®àä¨§¬ á«®¥­¨©. �¢ï§­®áâì ¢ à áá«®¥­¨¨ B1
fol(L)T

�M ­ §ë¢ ¥âáï á«®¥­®©
A-£« ¤ª®© (A-«¨­¥©­®©) á¢ï§­®áâìî ­  T �M [11], ¥á«¨ ¥¥ ä®à¬  á¢ï§­®áâ¨

!� : TB1
fol(L)T

�M ! g
1
fol(L) (29)

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á«®¥­®¥ A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.
� áá«®¥­¨¥ B1

fol(L)M ! M ï¢«ï¥âáï ®¡à â­ë¬ ®¡à §®¬ à áá«®¥­¨ï B1
fol(L)T

�M ! T �M
¯® ®â­®è¥­¨î ª ¢«®¦¥­¨î i : M ! T �M ,   à áá«®¥­¨¥ V �B1

folM ! M ï¢«ï¥âáï ®¡à â­ë¬
®¡à §®¬ à áá«®¥­¨ï T �B1

folM ! T �M ¯® ®â­®è¥­¨î ª íâ®¬ã ¦¥ ¢«®¦¥­¨î i : M ! T �M .
�áâ¥áâ¢¥­­ ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì à áá«®¥­¨© B1

fol(L)T
�M ! T �M ¨ T �B1

folM ! T �M ¢«¥ç¥â
¥áâ¥áâ¢¥­­ãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì à áá«®¥­¨© B1

fol(L)M ! M ¨ V �B1
folM ! M . �®ª «ì­ë¥ ª®-

®à¤¨­ âë fxi; y�g ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M ¨­¤ãæ¨àãîâ «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë fxi; y�;X i
j ; Y

�
j ; Y

�
� g

­  à áá«®¥­¨ïå B1
fol(L)M ¨ V �B1

folM , ¯® ®â­®è¥­¨î ª ª®â®àë¬ ãª § ­­ ï ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï íª¢¨-
¢ «¥­â­®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢¨¥¬ â®ç¥ª á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨. �«ï á«®¥­®£®
à áá«®¥­¨ï p : E ! M à áá«®¥­¨¥ TV �E ! TM ï¢«ï¥âáï ®¡à â­ë¬ ®¡à §®¬ à áá«®¥­¨ï
TT �E ! TT �M ®â­®á¨â¥«ì­® ª á â¥«ì­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï T i : TM ! TT �M ª ª ­®­¨ç¥-
áª®¬ã ¢«®¦¥­¨î (9),   à áá«®¥­¨¥ V �TE ! TM ï¢«ï¥âáï ®¡à â­ë¬ ®¡à §®¬ à áá«®¥­¨ï
T �TE ! T �TM ®â­®á¨â¥«ì­® ®â®¡à ¦¥­¨ï i : TM ! T �TM , ï¢«ïîé¥£®áï ª ­®­¨ç¥áª¨¬
¢«®¦¥­¨¥¬ ¢¨¤  (9) ¤«ï á«®¥­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï TM . �áâ¥áâ¢¥­­ ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì á«®¥­ëå
à áá«®¥­¨© TT �E ! TT �M ¨ T �TE ! T �TM ¢«¥ç¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­ãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì à áá«®-
¥­¨© TV �E ! TM ¨ V �TE ! T �TM . �ç¨âë¢ ï ãª § ­­ë¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¨
¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡à �¨ g

1
fol(L) �= T �

g
1
n;m, ä®à¬ã á¢ï§­®áâ¨ (28) ¬®¦­® à áá¬ âà¨-

¢ âì ª ª ä®à¬ã ­  à áá«®¥­¨¨ V �B1
folM , â. ¥. ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥

! : TV �B1
folM ! T �

g
1
n;m: (30)

�® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 8 ®â®¡à ¦¥­¨¥ (30) ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® á«®¥­®£®
A-£« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï

!� : TT �B1
folM ! T �

g
1
n;m;
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íª¢¨¢ «¥­â­®£® á«®¥­®¬ã A-£« ¤ª®¬ã ®â®¡à ¦¥­¨î

!� : TB1
fol(L)T

�M ! g
1
fol(L);

¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥¬ã á®¡®© ä®à¬ã á¢ï§­®áâ¨ (29) á«®¥­®© A-£« ¤ª®© A-«¨­¥©­®© á¢ï§­®áâ¨ ­ 
à áá«®¥­¨¨ T �M .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 10. �«®¥­ ï A-«¨­¥©­ ï á¢ï§­®áâì ­  á«®¥­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M ¥¤¨­áâ¢¥­-

­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® á«®¥­®© A-£« ¤ª®© A-«¨­¥©­®© á¢ï§­®áâ¨ ­  T �M .

� áá¬®âà¨¬ £« ¢­®¥ à áá«®¥­¨¥ B1
trM âà ­á¢¥àá «ì­ëå à¥¯¥à®¢ ­  á«®¥­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨

M ([12], á. 44). �«®¥­ë© A-£« ¤ª¨© à®áâ®ª ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  F : (L; 0)! T �M ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï ¢
à®áâ®ª f : (Rn; 0) ! M à ­£  n, âà ­á¢¥àá «ì­ë© ª á«®¥­¨î F ­  M . �®®â¢¥âáâ¢¨¥ j1F 7! j1trf
®¯à¥¤¥«ï¥â ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬ £« ¢­ëå à áá«®¥­¨© { : B1

fol(L)M ! B1
trM . � «®ª «ì­ëå

ª®®à¤¨­ â å fxi; y�;X i
j ; Y

�
j ; Y

�
� g ­  B1

fol(L)M ¨ fxi; y�;xijg ­  B1
trM , ¨­¤ãæ¨àã¥¬ëå «®ª «ì­ë-

¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨ fxi; y�g ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M , ®â®¡à ¦¥­¨¥ { ¨¬¥¥â ¢¨¤ fxi; y�;X i
j ; Y

�
j ; Y

�
� g 7!

fxi; y�;xijg, £¤¥ X
i
j = xij +

�

X i
j | à §«®¦¥­¨¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (1).

�à¨ í¯¨¬®àä¨§¬¥ { á«®¥­ ï A-«¨­¥©­ ï á¢ï§­®áâì á ä®à¬®© á¢ï§­®áâ¨ (28) ¨­¤ãæ¨àã-
¥â ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ãî ([12], á. 57) (á«®¥­ãî) á¢ï§­®áâì ¢ à áá«®¥­¨¨ B1

trM á ä®à¬®© á¢ï§­®áâ¨
!tr : B1

trM ! g
1
n, §­ ç¥­¨¥ ª®â®à®© ¢ â®çª¥ {(X) ­  ¢¥ªâ®à¥ T{(vX) á®¢¯ ¤ ¥â á g

1
n-ª®¬¯®­¥­â®©

§­ ç¥­¨ï ä®à¬ë ! ¢ â®çª¥ X. �á«¨ § ¤ ­  ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ ï á¢ï§­®áâì ¢ à áá«®¥­¨¨ B1
trM á ä®à-

¬®© á¢ï§­®áâ¨ !tr : B1
trM ! g

1
n, â® «®ª «ì­®, ­ ¤ ¯à®áâ®© ª®®à¤¨­ â­®© ®ªà¥áâ­®áâìî UA �M ,

¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ä®à¬ã á«®¥­®© A-«¨­¥©­®© á¢ï§­®áâ¨ ! : B1
fol(L)UA ! g

1
fol(L), ª®â®à ï ¯à¨

í¯¨¬®àä¨§¬¥ { ¯à®¥ªâ¨àã¥âáï ¢ ä®à¬ã !tr. � §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë ffAg ­ M , ¯®¤ç¨­¥­­®¥ ¯®ªàë-
â¨î fUAg, ¨­¤ãæ¨àã¥â à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë ff 0A = fA � �g, £¤¥ � : B1

fol(L)M ! M | ¯à®¥ªæ¨ï
à áá«®¥­¨ï ­  ¡ §ã. � ¯®¬®éìî à §¡¨¥­¨ï ¥¤¨­¨æë ff 0Ag ä®à¬ë !A áª«¥¨¢ îâáï ¢ ä®à¬ã ! á«®¥-
­®© á¢ï§­®áâ¨ ¢ à áá«®¥­¨¨ B1

fol(L)M . �à®¤®«¦¥­¨¥ !� á¢ï§­®áâ¨ ! ï¢«ï¥âáï á«®¥­®©A-£« ¤ª®©
A-«¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî ¢ à áá«®¥­¨¨ B1

fol(L)T
�M á«®¥­ëå A-«¨­¥©­ëå à¥¯¥à®¢ ­  T �M .

�®áª®«ìªã ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ ï á¢ï§­®áâì ¢ à áá«®¥­¨¨ B1
trM áãé¥áâ¢ã¥â â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì ª« áá �âì¨ A(M;F) á«®¥­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï M ¢ dF -ª®£®¬®«®£¨ïå
H1;1

adjF (B
1
trM; g1n) ([12], á. 60),   ¢áïª ï á«®¥­ ï A-£« ¤ª ï á¢ï§­®áâì ¢ à áá«®¥­¨¨ B1

fol(L)T
�M

®¯à¥¤¥«ï¥â á«®¥­ãî á¢ï§­®áâì ¢ à áá«®¥­¨¨ B1
fol(L)M á«®¥­ëå A-«¨­¥©­ëå à¥¯¥à®¢, â® ¨¬¥¥â

¬¥áâ®

�¥®à¥¬  3. �«®¥­ ï A-£« ¤ª ï A-«¨­¥©­ ï á¢ï§­®áâì ¢ à áá«®¥­¨¨ B1
fol(L)T

�M áãé¥áâ¢ã-

¥â â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A(M;F) = 0.
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