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Аннотация

Предложен метод нахождения акцессорных параметров в обобщенном интеграле Кри-
стоффеля –Шварца, дающем конформное отображение полуплоскости на многолистный
многоугольник с внутренними точками ветвления. Этот метод основан на включении ис-
комого отображения в однопараметрическое семейство отображений верхней полуплоско-
сти на римановы поверхности, которые получаются из заданной компактной поверхности
проведением удлиняющегося полигонального разреза. Выводится система обыкновенных
дифференциальных уравнений, которым удовлетворяют параметры, входящие в инте-
гралы Кристоффеля –Шварца, – прообразы вершин многоугольника и его точек ветвле-
ния. Реализация метода состоит в последовательном решении задач Коши, когда конец
движущегося разреза обходит одно за другим звенья ломаной. При этом решения, по-
лученные на каждом из этапов, кроме последнего, определяют начальные данные для
решения системы на последующем этапе. Рассмотрен пример, показывающий эффек-
тивность предложенного метода. Для однолистных отображений подобный метод был
впервые предложен П.П. Куфаревым.
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Введение

В настоящей статье предложен алгоритм нахождения акцессорных параметров
в обобщенном интеграле Кристоффеля –Шварца, дающем конформное отображе-
ние верхней полуплоскости на многоугольную риманову поверхность, содержащую
внутренние точки ветвления.

Как известно, впервые формулу для конформного отображения канонической
области (круга или полуплоскости) на однолистный многоугольник предложили
в своих работах Э. Кристоффель [1] и Х. Шварц [2]. В интегральное представление
для указанного отображения входят неизвестные параметры, которые называются
акцессорными. Определение этих параметров является непростой задачей, которой
занимались многие видные математики. Отметим некоторые из публикаций. Так,
М.А. Лаврентьев [3, 4] исследовал случаи, когда интеграл Кристоффеля –Шварца
можно проинтегрировать в явном виде. А. Вайнштейн [5, 6] для нахождения акцес-
сорных параметров разработал конструктивную схему, названную методом непре-
рывности. Два способа отыскания акцессорных параметров предложены С. Берг-
маном [7, 8]. Н.П. Стенин [9] для определения констант интеграла Кристоффеля –
Шварца использовал метод Ньютона –Фурье, модифицированный для вычисления
несобственных интегралов. Приближенный метод, хорошо работающий в частных
случаях, предложил И.С. Хара [10]. В. Коппенфельс и Ф. Штальман [11] разо-
брали случай произвольного четырехугольника, используя гипергеометрические
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ряды. П.Ф. Фильчаков [12] использовал для определения параметров интеграла
Кристоффеля –Шварца степенные ряды.

Отметим также книги [13, 14] и обзорную статью [15], в которых дается описа-
ние некоторых современных публикаций по данной тематике и приводятся соответ-
ствующие библиографические ссылки. Следует упомянуть, что Т.А. Дрискол [16]
создал для математического пакета MATLAB расширение “The Schwartz–Christoffel
Toolbox”, позволяющее достаточно точно определять акцессорные параметры для
довольно сложных полигональных областей.

Одним из наиболее эффективных методов в теории однолистных функций явля-
ется параметрический метод Левнера (см., например, [17, 18]). Он основан на рас-
смотрении однопараметрических семейств однолистных функций, зависящих от ве-
щественного параметра, и исследовании дифференциального уравнения, которому
удовлетворяют функции этого семейства, так называемого уравнения Левнера
и его модификаций.

Используя уравнение Левнера, в 1947 г. П.П. Куфарев (см. [18, 19]) показал,
что определение акцессорных параметров в интеграле Кристоффеля –Шварца мо-
жет быть сведено к численному интегрированию некоторой системы обыкновенных
дифференциальных уравнений. Реализовал метод П.П. Куфарева и первым про-
вел численные расчеты Ю.В. Чистяков [20]; в [23] также было проведено тестиро-
вание этого метода. В 1993 г. В.Я. Гутлянский и А.О. Зайдан [21] (см. также [22])
предложили другой метод, идейно близкий к методу Куфарева. Они отказались
от нормировки конформных отображений во внутренней точке и вывели систему
ОДУ, которым удовлетворяют акцессорные параметры. Несколько другой подход,
близкий к работе [21], был предложен Л.Ю. Низамиевой [24–26]; она в качестве ос-
новного аппарата использовала краевую задачу Гильберта. Заметим, что геометри-
ческая интерпретация решения краевой задачи Гильберта с кусочно постоянными
коэффициентами часто используется в различных задачах, см., например, [27]. От-
метим также работу И.А. Колесникова [28], в которой однопараметрический метод
применяется к задаче нахождения акцессорных параметров для отображений счет-
ноугольников с симметрией переноса.

В настоящей статье мы используем идеи работ [24–26] и предлагаем метод для
определения акцессорных параметров в случае многолистных многоугольников,
содержащих точки ветвления. Эти результаты частично анонсированы в [29, 30].

Под многолистным многоугольником мы понимаем односвязную компактную
риманову поверхность с краем, которая разветвленно накрывает комплексную
плоскость, при этом край проектируется в замкнутую ломаную Γ . Для удобства
изложения при описании будем отождествлять геометрические компоненты края
поверхности и ломаной, которая является его проекцией на комплексную плос-
кость. Например, говоря о стороне или вершине ломаной (на римановой поверх-
ности), мы будем иметь в виду часть края или точку, которые проектируются в
соответствующую сторону или вершину ломаной.

Кратко изложим суть предлагаемого нами метода. Пусть нам нужно постро-
ить отображение верхней полуплоскости C+ на многолистный многоугольник D .
Без ограничения общности можно считать, что одна из вершин многоугольника D
расположена в начале координат и одна из прилегающих к ней сторон лежит на
положительной части R+ вещественной оси (мы всегда можем добиться этого
параллельным переносом и поворотом D ). Вложим D в компактную риманову
поверхность S рода нуль. Для этого построим односвязную риманову поверх-
ность D− с краем, проектирующимся в ломаную Γ− ; методы построения такой
поверхности описаны, например, в [31]. Склеивая D и D− вдоль вдоль их краев,
получаем искомую поверхность S . Разрежем S вдоль кривой R+ . В результате
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получим некоторую поверхность S̃ с краем, которая является половиной одно-
связной компактной римановой поверхности T рода нуль, униформизируемой по-
линомом. В силу симметрии можно найти полином, отображающий верхнюю по-
луплоскость на S̃ . Методы нахождения таких полиномов изложены в [32].

Теперь рассмотрим однопараметрическое семейство S̃t , 0 ≤ t ≤ L , многолист-
ных многоугольников, которое содержит S̃ в качестве начального элемента. Как
уже отмечалось, S̃ получается из S проведением разреза вдоль R+ . При возрас-
тании параметра этот разрез начинает удлиняться и обходить сторону ломаной,
смежную с той, которая располагается над R+ . После того, как разрез пройдет
всю эту сторону, он начинает двигаться вдоль следующей стороны и т. д. В ре-
зультате за (p − 1) этап, где p – число сторон ломаной, мы обойдем весь край.
Последовательность S̃t , когда t стремится к финальному значению L , сходится
к многоугольнику D как к ядру относительно любой точки этого многоуголь-
ника (подробнее см. [31, гл. 4]). При соответствующей нормировке функций ft ,
отображающих верхнюю полуплоскость на S̃t , они сходятся к конформному отоб-
ражению f верхней полуплоскости на D . При этом акцессорные параметры, со-
ответствующие S̃t , будут сходиться к искомым акцессорным параметрам. Таким
образом, следует определить акцессорные параметры для S̃t на каждом из эта-
пов. Мы выведем систему дифференциальных уравнений, которой удовлетворяют
параметры. Тогда метод сведется к решению задачи Коши для этой системы. В ка-
честве начальных значений параметров на n -м этапе служат финальные значения
соответствующих параметров на (n− 1) -м этапе.

1. Обобщенный интеграл Кристоффеля –Шварца
как решение краевой задачи Гильберта

Напомним, что классический интеграл Кристоффеля –Шварца является реше-
нием задачи о конформном отображении верхней полуплоскости на однолистный
многоугольник. Он имеет вид

z(ζ) = C0

ζ∫

t0

p∏

k=1

(ω − tk)βk dω + C1,

где βk = αk − 1 – меры углов многоугольника в долях π , уменьшенные на еди-
ницу, вещественные величины tk – прообразы его вершин, C0 , C1 – комплексные
константы, определяющие поворот, растяжение и сдвиг. Параметры tk называются
акцессорными.

Аналогично строится отображение полуплоскости на многолистный много-
угольник с внутренними точками ветвления – обобщенный интеграл Кристоф-
феля –Шварца (см, например, [11]):

z(ζ) = C0

ζ∫

t0

p∏

k=1

(ω − tk)βk

m∏

j=1

(
(ω − ζj)(ω − ζj)

)γj
dω + C1, (1)

где ζj – прообразы внутренних точек ветвления, Im ζj > 0 , γj – порядки этих
точек ветвления, параметры βk и tk имеют тот же геометрический смысл, что и
для обычных интегралах Кристоффеля –Шварца. Параметры ζj , так же как и tk ,
будем называть акцессорными параметрами.

В силу сказанного во введении достаточно описать ситуацию на n-м шаге. Рас-
смотрим однопараметрическое семейство конформных отображений C+ на рима-
новы поверхности ST , которые получаются разрезанием S вдоль R+ и n-звенной
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ломаной, у которой все звенья фиксированы, а длина T последнего звена изменя-
ется от 0 до некоторой величины, равной длине n-го звена границы ломаной ∂D .
В дальнейшем будем использовать другую нумерацию вершин ∂D , противополож-
ную заданной изначально: за первое звено будем считать то, длина которого равна
T , а за n-е – первое. Тогда вершины ломаной, вдоль которой разрезается S , чтобы
получить ST , суть z0 , z1 , z2, . . . , zn , где z0 – движущийся конец разреза, а точкам
zk , 1 ≤ k ≤ n , соответствуют по две точки (простых конца) на разных берегах раз-
реза с углами παk и π(2− αk) . Обозначим через t±k прообразы этих двух точек,
занумерованные так, что t−n < · · · < t−k < · · · < t−1 < t0 < t1 < · · · < tk < · · · <
< tn (рис. 1). Тогда отображение верхней полуплоскости на ST запишется в виде
обобщенного интеграла Кристоффеля –Шварца

z(ζ) = z(ζ, T ) = z0 + C

ζ∫

t0

n∏

k=−n

(ω − tk)βk

m∏

j=1

(
(ω − ζj)(ω − ζj)

)γj
dω, (2)

где β−k := −βk , β0 = 1 , величины tk , ζj , C > 0 зависят от T , z(t0) = z0 =
= z0(T ) – подвижный конец разреза, z(t±k) = zk = const – вершины ломаной,

z(ζj) = wj = const – проекции точек ветвления D . Пусть
m∑

j=1

γj = N . Очевидно,

что z(ζ) ∼ (C/(2N + 2))ζ2N+2 при ζ →∞ .
Из общих принципов теории конформных отображений следует, что если мы

зафиксируем значения t0 и C и будем считать их не зависящими от T , то набор
параметров tk и ζj определится единственным образом.

Функция z(ζ, T ) аналитична по ζ при фиксированном T . Кроме того, пара-
метры tk и ζj непрерывно дифференцируемы по T , что доказывается аналогично
тому, как это было сделано в [33], где рассматривался случай простых точек ветв-
ления произвольных многоугольных областей и была установлена непрерывная
дифференцируемость акцессорных параметров как функций от длин многоуголь-
ников). Следовательно, z(ζ, T ) также непрерывно дифференцируема по T .

Для краткости будем обозначать частные производные по комплексному пере-
менному ζ штрихом, а по вещественному параметру T – точкой сверху; например,
z′(ζ, T ) := ∂z(ζ, T )/∂ζ , ż(ζ, T ) := ∂z(ζ, T )/∂T . При фиксированном T функция
z(ζ, T ) аналитична по ζ , и там, где это не вызывает недоразумений, когда бу-
дет идти речь о соответствующем конформном отображении, мы не будем для
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краткости указывать явно ее зависимость от параметра T и писать вместо z(ζ, T )
просто z(ζ) .

Заметим, что отображение z(ζ) = x(ζ)+iy(ζ) является решением неоднородной
краевой задачи Гильберта для верхней полуплоскости

akx(t) + bky(t) = ck, t ∈ (tk−1, tk), −n ≤ k ≤ n + 1, (3)

удовлетворяющим условиям

z(ζj) = wj , z(k)(ζj) = 0, 1 ≤ k ≤ γj − 1, 1 ≤ j ≤ m,

z(ζ) ∼ C

2N + 2
ζ2N+2 при ζ →∞,

где tk, k ∈ {−n, . . . , n}, – искомые акцессорные параметры, причем t−n−1 =
= −∞ , tn+1 = +∞ , вещественные коэффициенты ak , bk , ck таковы, что урав-
нение akx + bky = ck задает прямую, на которой лежит соответствующая сторона
многоугольника. По принципу симметрии Римана –Шварца из аналитичности по-
лучаем

z(ζj) = wj , z(k)(ζj) = 0, 1 ≤ k ≤ γj − 1, 1 ≤ j ≤ m.

В силу того, что ak , bk и ck не зависят от T , имеем

akẋ(t) + bkẏ(t) = 0, t ∈ (tk−1, tk).

Таким образом, можно определить функцию ż(ζ) = ẋ(ζ) + iẏ(ζ) как решение
однородной краевой задачи Гильберта, соответствующей записанной выше неодно-
родной задаче (3). Отметим, что поскольку C не зависит от T , функция ż имеет
на бесконечности порядок не выше чем 2N + 1 . Согласно [35, гл. 3, § 29] получаем

ż(ζ) = P (ζ)
m∏

j=1

(
(ζ − ζj)(ζ − ζj)

)γj

n∏

k=−n

(ζ − tk)βk+εk , (4)

где εk ∈ Z , P (ζ) – некоторый полином с вещественными коэффициентами, не
обращающийся в нуль в точках tk и ζj .

Будем писать для краткости f |z при рассмотрении поведения функции f
в окрестности точки z . В дальнейшем нам будет удобно переобозначить акцес-
сорные параметры. Пусть sk = tk , νk = βk , |k| ≤ n , sk = ζk−n , s−k = sk ,
νk = ν−k = γk−n , n + 1 ≤ k ≤ m + n . Обозначим Sk = z(sk) , |k| ≤ n + m .
Для упрощения записи в дальнейшем мы будем часто опускать пределы в про-
изведениях и суммах, содержащих sk , подразумевая произведение или сумму по
всем возможным индексам k , если не указано иное.

Имеем
z′(ζ) = C

∏

k

(ζ − sk)νk . (5)

Разложим функцию z′(ζ) в ряд в окрестности sk :

z′(ζ)
∣∣∣
sk

= (ζ − sk)νk

∞∑

l=0

Ak
l (ζ − sk)l =

∞∑

l=0

Ak
l (ζ − sk)νk+l

.

Отметим, что коэффициенты Ak
l гладким образом зависят от T , причем Ak

0 6= 0 .
Интегрируя по ζ , найдем

z(ζ)
∣∣∣
sk

= Sk +
∞∑

l=0

Ak
l

(ζ − sk)νk+l+1

νk + l + 1
.
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Вычислим производную по T :

ż(ζ)
∣∣∣
sk

= Ṡk +
∞∑

l=0

(
Ȧk

l

(ζ − sk)νk+l+1

νk + l + 1
−Ak

l ṡk (ζ − sk)νk+l

)
=

= Ṡk −Ak
0 ṡk (ζ − sk)νk +

∞∑

l=1

(
1

νk + l
Ȧk

l−1 −Ak
l ṡk

)
(ζ − sk)νk+l

.

Поскольку Ṡk 6= 0 только для подвижного конца разреза, а ṡk = 0 только для
sk = const, в (4) все εk = 0 , кроме ε0 = −1 .

Теперь рассмотрим поведение изучаемых функций в бесконечно удаленной
точке. Имеем

lim
z→∞

n∏

k=1

(
z − tk
z − t−k

)βk

= 1,

поэтому

z′(ζ)|∞ = C

m∏

j=1

(
(ζ − ζj)(ζ − ζj)

)γj × (ζ − t0)
(

1 +
c−1

ζ
+

c−2

ζ2
+ · · ·

)
,

где

c−1 = −res∞
n∏

k=1

(
ζ − tk
ζ − t−k

)βk

=
∑

0<|j|≤n

βjtj .

Значит,

z′(ζ)|∞=C

m∏

j=1

(
ζ2 − (ζj + ζj)ζ − |ζ|2

)γj (ζ − t0)


1− 1

ζ

∑

0<|k|≤n

βktk +
c−2

ζ2
+ · · ·


=

= C


ζ2N+1 −




m∑

j=1

γj(ζj + ζj) +
n∑

k=−n

βktk


 ζ2N + · · ·


 ,

или в новых обозначениях

z′(ζ)
∣∣∣
∞

= C

(
ζ2N+1 − ζ2N

∑

k

νksk + · · ·
)

.

Тогда с учетом того, что C не зависит от T , получим

z(ζ)
∣∣∣
∞

= C

(
ζ2N+2

2N + 2
− ζ2N+1

2N + 1

∑

k

νksk + · · ·
)

,

ż(ζ)
∣∣∣
∞

= C

(
− ζ2N+1

2N + 1

∑

k

νkṡk + · · ·
)

.

Поскольку s0 = 0 , ε0 = −1 , deg
m∏

j=1

(ζ − ζj)
γj

(
ζ − ζj

)γj = 2N и выше было пока-

зано, что в (4) все εk = 0 , кроме ε0 = −1 , имеем

ż = − (aζ + b)
∏

k 6=0

(ζ − sk)νk , (6)
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где

a = − lim
ζ→∞

(
ζ−(2N+1)ż

∣∣
∞

)
=

C

2N + 1

∑

k

νkṡk,

b = −as0 − lim
ζ→s0

ż
∣∣
s0∏

k 6=0 (s0 − sk)νk
= −Ṡ0

/ ∏

k 6=0

(−sk)νk .

Из соотношений
( −tk
−t−k

)βk

=
∣∣∣∣

tk
t−k

∣∣∣∣
βk

exp (iπβk), Ṡ0 = − exp

(
iπ

n∑

k=1

βk

)
∣∣Ṡ0

∣∣, ζγj ζ
γj = |ζ|γj

∣∣ζ
∣∣γj

,

следует

a =
C

2N + 1

∑

k

νkṡk, b =
∣∣Ṡ0

∣∣
/ ∏

k 6=0

|sk|νk . (7)

2. Вывод системы дифференциальных уравнений
для акцессорных параметров

В силу формулы логарифмического дифференцирования из (5) вытекает, что

∂

∂T

∂z

∂ζ
= C

∏
(ζ − sk)νk

(
−

∑ νk

ζ − sk
ṡk

)
. (8)

С другой стороны, согласно (6)

∂

∂ζ

∂z

∂T
= −

∏

k 6=0

(ζ − sk)νk


a +

∑

k 6=0

νk
aζ + b

ζ − sk


 . (9)

Приравнивая производные (8) и (9), приходим к равенству

−Cζ
∏

k 6=0

(ζ − sk)νk
∑

k 6=0

νk

ζ − sk
ṡk = −

∏

k 6=0

(ζ − sk)νk


a +

∑

k 6=0

νk
aζ + b

ζ − sk


 ,

откуда

C
∑

k 6=0

νkṡk
ζ

ζ − sk
= a +

∑

k 6=0

νk
aζ + b

ζ − sk
.

Последнее есть равенство рациональных функций. Приравнивая их вычеты во всех
точках sk , k 6= 0 , получаем Cskṡk = ask + b. Учитывая значения параметров a
и b , из (7) имеем

Cskṡk =
C

2N + 1
sk

∑

j 6=0

νj ṡj +
∣∣Ṡ0

∣∣
/ ∏

l 6=0

|sl|νl ,

или
ṡk − 1

2N + 1

∑

j 6=0

νj ṡj =
A

sk
, (10)

где A =
∣∣Ṡ0

∣∣
/(

C
∏

k 6=0

|sk|νk

)
.
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Соотношения (10) представляют собой систему линейных уравнений относи-
тельно производных ṡk . Суммируя их по k с коэффициентами νk , получим

∑

k 6=0

νk
A

sk
=

∑

k 6=0

νkṡk − 1
2N + 1

∑

j 6=0

νj ṡj

∑

k 6=0

νk =
1

2N + 1

∑

k 6=0

νkṡk,

так как
∑
k 6=0

νk = 2N . С учетом последнего равенства из (10) в итоге находим

ṡk = A


 1

sk
+

∑

j 6=0

νj

sj


 (11)

или в исходных обозначениях

ṫk = A


 1

tk
+

∑

0<|j|≤n

βj

tj
+

m∑

l=1

γl

ζl
+

m∑

l=1

γl

ζ̄l


 , (12)

ζ̇j = A


 1

ζj
+

∑

0<|k|≤n

βk

tk
+

m∑

l=1

γl

ζl
+

m∑

l=1

γl

ζ̄l


 , (13)

где

A =
∣∣Ṡ0

∣∣
/(

C
∏

0<|k|≤n

|tk|βk

m∏

j=1

|ζj |2γj

)
. (14)

Таким образом, доказана

Теорема 1. Пусть формула (2) задает семейство конформных отображений
z(ζ, T ) верхней полуплоскости на однопараметрическое семейство многоугольных
римановых поверхностей, которое получается из некоторой компактной рима-
новой поверхности проведением разреза вдоль ломаной, конец которой движется
прямолинейно вдоль звена этой ломаной. Пусть далее параметр T совпадает
с длиной этого звена. Тогда акцессорные параметры tk = tk(T ) , 1 ≤ |k| ≤ n ,
ζj = ζj(T ) , 1 ≤ j ≤ m , удовлетворяют системе дифференциальных уравнений
(12), (13) .

Отделяя действительную и мнимую части, можем найти систему для определе-
ния tk , ξj = Re ζj , ηj = Im ζj :

ṫk = A


 1

tk
+

∑

0<|j|≤n

βj

tj
+ 2

m∑

l=1

ξl

ξ2
l + η2

l


 ,

ξ̇j = A


 ξj

ξ2
j + η2

j

+
∑

0<|k|≤n

βk

tk
+ 2

m∑

l=1

ξl

ξ2
l + η2

l


 , (15)

η̇j = −A
ηj

ξ2
j + η2

j

,

где

A = |ż0|
/


C

∏

0<|k|≤n

|tk|βk

m∏

j=1

(
ξ2
j + η2

j

)γj


 .
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3. Существование и единственность решений
полученной системы дифференциальных уравнений

Полученная система (12), (13) является нормальной системой дифференциаль-
ных уравнений. Выражения, стоящие в правых частях, имеют непрерывные част-
ные производные по sk на любом отрезке T ∈ [ε0, 1] , где ε0 > 0 , следовательно,
по теореме существования и единственности решения задачи Коши для системы
дифференциальных уравнений (см., например, [34]) решение системы существу-
ет и единственно на отрезке T ∈ [ε0, 1] , если мы зададим значения акцессорных
параметров в любой точке полуинтервала [ε0, 1) . Однако в момент перехода к но-
вому звену (во время «расщепления» t0 на новые параметры t−1 , t0 , t1 ) при
T = 0 правые части имеют особенности. Поэтому встает вопрос о существовании и
единственности решения задачи Коши, если мы ищем непрерывное на [0, 1] и диф-
ференцируемое на (0, 1] решение этой системы, задавая значения в точке T = 0
так, что t−1(0) = t1(0) = 0 .

Докажем, что в момент перехода к новому звену параметры t−1 и t1 удовле-
творяют соотношению

t−1 ∼ β1 − 1
β1 + 1

t1. (16)

Без ограничения общности можно считать, что t0 = 0 .
Пусть функции tk = tk(T ) , ζj = ζj(T ) удовлетворяют системе (12), (13) на

достаточно малом полуинтервале (0, ε] и непрерывны на [0, ε] , причем t−1(0) =
= t1(0) = 0 , остальные tk(0) 6= 0 , Im ζj(0) > 0 . Будем также предполагать, что
t−1(T ) < 0 < t1(T ) , 0 < T ≤ ε . За счет изменения ε можно добиться, чтобы tk(T ) 6=
6= 0 , Im ζj(T ) > 0 на (0, ε] . Докажем, что при таких предположениях функции tk =
= tk(T ) , ζj = ζj(T ) определяются единственным образом, и выясним асимптотику
функций t−1(T ) и t1(T ) при T → 0+ .

Для этого запишем уравнения для t−1(T ) и t1(T ) :

ṫ1 = A


1 + β1

t1
+

β−1

t−1
+

∑

2≤|j|≤n

βj

tj
+

m∑

l=1

γl

ζl
+

m∑

l=1

γl

ζ̄l


 , (17)

ṫ−1 = A


β1

t1
+

1 + β−1

t−1
+

∑

2≤|j|≤n

βj

tj
+

m∑

l=1

γl

ζl
+

m∑

l=1

γl

ζ̄l


 . (18)

Пусть

τ(T ) =

T∫

0

A(ξ)dξ

t1(ξ)t−1(ξ)
, (19)

если этот несобственный интеграл сходится, и

τ(T ) =

T∫

ε

A(ξ)dξ

t1(ξ)t−1(ξ)
,

если он расходится. Тогда
dτ

dT
=

A

t1t−1
(20)

и, принимая τ за новую переменную, получаем с учетом того, что β−1 = −β1 ,

dt1
dτ

= (1 + β1)t−1 − β1t1 + O(t1t−1), (21)
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dt−1

dτ
= β1t−1 + (1− β1)t1 + O(t1t−1), (22)

где τ → 0+ в случае, если интеграл (19) сходится, и τ → −∞ , если расходится.
Поведение траекторий полученной системы можно исследовать с помощью каче-
ственной теории дифференциальных уравнений (см, например, [36, гл. 1, § 1]).
Составляя характеристическое квадратное уравнение (1−β1)+2β1x− (1+β1)x2 =
= 0 и решая его, получаем, что уравнение имеет два различных действительных
корня:

x1 = (β1 − 1)/(β1 + 1) < 0 (23)

и x2 = 1 > 0 . Поскольку эти корни имеют разные знаки, заключаем, что сущест-
вует ровно две траектории системы, проходящих через начало координат. Прини-
мая во внимание то, что t−1 < 0 , t1 > 0 , получаем, что возможен только первый
случай и t−1 ∼ x1t1 при приближении к началу координат. Таким образом, имеет
место (16).

С помощью соотношений (21), (22) находим, что в окрестности начала коорди-
нат t1 ∼ ce−τ , t−1 ∼ cx1e

−τ . Поэтому при стремлении t−1 и t1 к нулю τ стремится
к −∞ . При этом величина

|t1|β1 |t−1|β−1 =
∣∣∣∣

t1
t−1

∣∣∣∣
β1

→
(

1 + β1

1− β1

)β1

6= 0,

а значит,

A−1 → A−1(0) := C

(
1 + β1

1− β1

)β1 ∏

2≤|k|≤n

|tk(0)|βk

m∏

j=1

|ζj(0)|2γj

и из (20) вытекает, что

T ∼ c2|x1|e−2τ

2A(0)
, τ → −∞,

откуда
t1(T )√

T
→

√
2A(0)
|x1| ,

t−1(T )√
T

→ −
√

2A(0)|x1|. (24)

Для доказательства единственности решения системы (12), (13) запишем ее в дру-
гом виде. Из (17) и (18) следует, что

d(t1 − t−1)
dT

= A

(
1
t1
− 1

t−1

)
,

поэтому

d(tk − β1(t1 − t−1))
dT

= A


 1

tk
+

∑

2≤|j|≤n

βj

tj
+ 2

m∑

l=1

ξl

ξ2
l + η2

l


 ,

d(ξj − β1(t1 − t−1))
dT

= A


 ξj

ξ2
j + η2

j

+
∑

2≤|k|≤n

βk

tk
+ 2

m∑

l=1

ξl

ξ2
l + η2

l


 .

Заметим, что правые части полученных уравнений не имеют особенностей в на-
чальный момент времени T = 0 . Вводя новые функции t̃k = tk−tk(0)−β1(t1−t−1) ,
2 ≤ |k| ≤ n , и ξ̃j = ξk − ξk(0) − β1(t1 − t−1) , 1 ≤ j ≤ m , η̃j = ηj − ηj(0) и делая
замену переменных согласно (20), получаем систему вида

dt1
dτ

= (1 + β1)t−1 + β−1t1 + t−1t1f1(t, e,n),
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dt−1

dτ
= β1t−1 + (1 + β−1)t1 + t−1t1f−1(t, e,n)),

dt̃k
dτ

= t−1t1fk(t, e,n)), 2 ≤ |k| ≤ n,

dξ̃j

dτ
= t−1t1gj(t, e,n)),

dη̃j

dT
= t−1t1hj(t, e,n)), 1 ≤ j ≤ m,

где t = (t±1, t̃±1, . . . , t̃±n) , e = (ξ̃1 . . . , ξ̃m) , n = (η̃1 . . . , η̃m) , а функции fk(t, e,n)) ,
gk(t, e,n)) и hk(t, e,n)) аналитические в окрестности нуля. Из аналитичности этих
функций следует, что поведение решений системы такое же, как и для линейной
системы, которая получается из данной заменой функций fk(t, e,n)) , gk(t, e,n))
и hk(t, e,n)) тождественными нулями. По сути дела ситуация сводится к иссле-
дованию автономной динамической системы на плоскости. Из проведенного выше
анализа следует, что существует ровно одна траектория этой системы, удовлетво-
ряющая условиям t−1 < 0 , t1 > 0 .

Таким образом, доказана

Теорема 2. Пусть даны действительные числа t0k , 0 < |k| ≤ n , такие, что

t0−n < t0−n+1 < · · · < t0−1 = 0 = t01 < · · · < t0n−1 < t0n,

и комплексные числа ζ0
j , 1 ≤ j ≤ m , лежащие в верхней полуплоскости. Система

(12), (13) на достаточно малом полуинтервале (0, ε] имеет ровно одно решение,
удовлетворяющее условиям: 1) оно непрерывно на [0, ε] ; 2) удовлетворяет на-
чальным условиям tk(0) = t0k , ζj(0) = ζ0

j ; 3) t−1(T ) < 0 < t1(T ) , T ∈ (0, ε] . При
T → 0+ функции t±1 имеют асимптотику (24) , где x1 определено в (23) .

Отметим в заключение, что асимптотику (24) можно получить из геометриче-
ских соображений, записывая равенство длин сторон ломаной, которые стремятся
к нулю (см. [29]).

4. Нахождение акцессорных параметров
при движении по последнему звену

Итак, нами была получена система для определения акцессорных параметров
и доказаны существование и единственность решения этой системы. Следует отме-
тить, что на последнем p -м этапе данную систему необходимо преобразовать. Дело
в том, что когда конец разреза обходит всю ломаную и замыкается на себя, соответ-
ствующее семейство римановых поверхностей имеет два ядра: одно представляет
собой нужную многоугольную область D , а второе D1 является дополнением D
до компактной римановой поверхности, из которой мы вырезаем D , разрезанное
вдоль луча, идущего из бесконечности до границы ∂D . С использованием тео-
ремы 14.6 из [31] о сходимости конформных отображений односвязных римановых
поверхностей, нормированных в трех граничных точках (простых концах) можно
сделать вывод, что предельное отображение сходится к конформному отображе-
нию верхней полуплоскости не на D , а на другое, дополнительное ядро D1 . При
этом согласно теореме 14.5 из [31] точки sk , 1 ≤ k ≤ n сходятся к нулю.

Чтобы при движении разреза по последнему звену функции сходились к нуж-
ному нам отображению, сделаем перепараметризацию. Ранее мы получили систему
(11) относительно переменных sj . Перейдем от них к новым переменным ωj с по-
мощью конформного отображения

ω =
L

sn − s
, где L = M(sn − sn−1), M ≡ const > 0.
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Величина M может влиять на точность и скорость вычислений, поэтому нам пред-
ставляется полезным наличие возможности ее свободного задания.

Рассмотрим результат замены переменных ω = ω(s) . Бесконечно удаленная
точка плоскости s перейдет в нуль плоскости ω ; sn и sn−1 перейдут в константы
ωn = ∞ и ωn−1 = 1 соответственно. При этом прообраз подвижного конца ω0 =
= L/sn станет переменным, величина L также зависит от параметра T .

Запишем, используя приведенные выше равенства,

s =
L

ω0
− L

ω
, sn =

L

ω0
, sn−1 =

L

ω0
− L

M
.

Изучим поведение L . Оценим логарифмическую производную

d ln L

dT
=

ṡn − ṡn−1

sn − sn−1
= − A

snsn−1
< 0.

Таким образом, L строго монотонно убывает. Выше отмечалось, что акцессорные
параметры sk с индексами k от 1 до n сходятся к s0 = 0 . Таким образом, L
уменьшается с величины M(sn(0)− sn−1(0)) до 0 . Поэтому в качестве параметра
вместо T можно взять L или ln L .

Изучим, как будут вести себя ωk . Вычислим логарифмические производные.
Для прообраза конца разреза имеем

d ln ω0

dT
=

d

dT
ln

L

sn
= − A

snsn−1
− 1

sn

dsn

dT
= − A

snsn−1
− A

sn


 1

sn
+

∑

k 6=0

νk

sk


 =

=
d ln L

dT


(1 + νn−1) + (1 + νn)

M − ω0

M
+

∑

k 6=0,n−1,n

νk
ωk(M − ω0)
M(ωk − ω0)


 .

При j 6= 0, n− 1, n

d ln ωj

dT
=

d

dT
ln

L

sn − sj
= − A

snsn−1
− 1

sn − sj
(ṡn − ṡj) =

= − A

snsn−1

(
1− sn−1

sj

)
=

d ln L

dT

sj − sn−1

sj
=

d ln L

dT

ω0(ωj −M)
M(ωj − ω0)

.

Таким образом, мы получаем систему

dL

dT
= − ω0

2N+2

L2N+1 (1− ω0/M)1+νn−1
∏

j 6=0,n−1,n

(1− ω0/ωj)
νj

,

dω0

dT
=

ω0

L

[
(1 + νn−1) + (1 + νn)

(
1− ω0

M

)
+

∑

k 6=0,n−1,n

νk
1− ω0/M

1− ω0/ωj

]
dL

dT
,

dωk

dT
=

ωk

L
· 1− ωk/M

1− ωk/ω0
· dL

dT
.

Исключая T , перейдем к системе по параметру L

dω0

dL
=

ω0

L

[
(1 + νn−1) + (1 + νn)

(
1− ω0

M

)
+

∑

k 6=0,n−1,n

νk
1− ω0/M

1− ω0/ωj

]
,

dωk

dL
=

ωk

L
· 1− ωk/M

1− ωk/ω0
,

(25)

при L , изменяющемся от M до 0 .
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После интегрирования системы (25) искомые акцессорные параметры tk можно
получить как пределы

lim
L→0+

(
L

ω0(L)
− L

ωk(L)

)
=

(
dL

dω0
− dL

dωk

)∣∣∣∣
L=0

,

при этом, при вычислении последних выражений можно использовать (25). Отме-
тим, что акцессорные параметры, соответствующие «внешним» вершинам и концу
разреза, будут стремиться к нулю при L → 0+ .

Замечание. На практике при применении предложенного метода имеет смысл
разбить вычисления при движении разреза по последней на два шага. Сначала ме-
тодом, предложенным в предыдущих пунктах, находим конформное отображение
в случае, когда конец разреза проходит часть последней стороны, например, по-
ловину. Затем применяем перепараметризацию и проводим расчеты, когда конец
разреза движется по оставшейся части последней стороны. Этот прием позволяет
избежать на последнем этапе ситуации, когда правые части дифференциальных
уравнений системы имеют особенности в начальный момент времени и не прибе-
гать к дополнительным исследованиям.

5. Пример. Построение конформного отображения
полуплоскости на двулистный квадрат

Для иллюстрации предложенного метода рассмотрим задачу построения кон-
формного отображения верхней полуплоскости на двулистный квадрат. Под дву-
листным квадратом мы понимаем часть римановой поверхности S функции
w = =

√
z − z0 , z0 = (1 + i)/2 , которая расположена над квадратом K := {z | 0 <

< Re z < 1 , 0 < Im z < 1} и является восьмиугольником с вершинами A , B ,
C , D , E , F , G и H . Эта поверхность имеет единственную точку ветвления Q ,
расположенную над точкой z0 , а ее край проектируется в границу квадрата K ,
проходимую дважды (рис. 2).

При вычислениях мы использовали пакет Mathematica 8.0.
Сначала построим конформное отображение верхней полуплоскости на рима-

нову поверхность, которая получается из S проведением разреза вдоль луча PB ,
лежащего над R+ ; здесь P – точка поверхности S , расположенная над бесконеч-
ностью. Оно имеет вид

z =

ζ∫

0

ω(ω − ζ1)(ω − ζ1) dω =
ζ4

4
− 2Re ζ1ζ

3

3
+
|ζ1|2ζ2

2
.

Подберем ζ1 = ξ1 + iη1 из условия z(ζ1) = (1 + i)/2 . Отделяя действительную
и мнимую части в этом равенстве, получаем систему
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ξ4
1

12
+

ξ2
1η2

1

2
− η4

1

4
= 0.5,

2ξ1η
3
1

3
= 0.5.

Решая ее численно, находим

ζ1 = ξ1 + iη1 = 1.14868 . . . + i 0.867536 . . . . (26)

Далее составляем систему дифференциальных уравнений для акцессорных па-
раметров, соответствующих семейству конформных отображений верхней полу-
плоскости на S с разрезом вдоль луча и части стороны BC . Она содержит два
неизвестных вещественных параметра – t

(1)
−1 и t

(1)
−1 и один комплексный – ζ1

1 (верх-
ний индекс означает номер этапа). В результате решения задачи Коши для этой
системы на отрезке [0, 1] (так как длина стороны квадрата равна единице) с на-
чальными условиями t

(1)
−1(0) = t

(1)
1 (0) = 0 , ζ1

1 (0) = ζ1 , где ζ1 определено равен-
ством (26), в конечный момент времени находим значения

t
(1)
−1(1) = −1.121429 . . . , t

(1)
1 (1) = 1.069843 . . . ,

ζ
(1)
1 (1) = 1.180289 . . . + i 0.581695 . . . . (27)

На втором этапе число вещественных параметров увеличивается на два, обо-
значим их через t

(2)
−2 , t

(2)
−1 , t

(2)
1 и t

(2)
2 . Неизвестный комплексный параметр обо-

значим через ζ
(2)
1 . Снова составляем систему дифференциальных уравнений и ре-

шаем задачу Коши с начальными условиями t
(2)
−1(0) = t

(2)
1 (0) = 0 , t

(2)
−2(0) = t

(1)
−1(1) ,

t
(2)
2 (0) = t

(1)
1 (1) , ζ

(2)
1 (0) = ζ

(1)
1 (1) . В результате решения получаем значения t2k(1) ,

1 ≤ |k| ≤ 2 , и ζ
(2)
1 (1) , которые служат начальными данными для акцессорных

параметров t
(3)
k+1 , 1 ≤ |k| ≤ 2 , и ζ

(3)
1 на третьем этапе:

t
(2)
−1(1) = −1.263836 . . . , t

(2)
1 (1) = 0.858538 . . . ,

t
(2)
−2(1) = −2.010500 . . . , t

(2)
2 (1) = 1.049310 . . . ,

ζ
(2)
1 (1) = 1.017500 . . . + i 0.349476 . . . . (28)

Продолжаем этот процесс, обходя все стороны восьмиугольника и включая по-
следнюю, которую проходим до середины. В итоге получаем значения параметров

t
(7)
−1(−0.5) = −0.075178 . . . , t

(7)
−2(−0.5) = −0.463251 . . . ,

t
(7)
−3(−0.5) = −1.1529 . . . , t

(7)
−4(−0.5) = −2.04833 . . . ,

t
(7)
−5(−0.5) = −3.01524 . . . , t

(7)
−6(−0.5) = −3.90604, t

(7)
−7(−0.5) = −4.58132 . . . ,

t
(7)
1 (−0.5) = 0.002852 . . . , t

(7)
2 (−0.5) = 0.00319721 . . . ,

t
(7)
3 (−0.5) = 0.003306 . . . , t

(7)
4 (−0.5) = 0.003374 . . . ,

t
(7)
5 (−0.5) = 0.003438 . . . , t

(7)
6 (−0.5) = 0.003519 . . . , t

(7)
7 (−0.5) = 0.003686 . . . ,

ζ7
1 (1) = 0.003390 . . . + i 0.000157 . . . .

Наконец, на заключительном этапе мы используем систему, описанную в п. 4.
Окончательно находим, что отображение верхней полуплоскости на двулистный
квадрат имеет вид

z = C

z∫

0

(ω − w0)(ω − w0)dω√∏6
k=1(ω − ωk)

. (29)
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где параметры ωk и w0

ω1 = 1758.13 . . . , ω2 = 2486.37 . . . , ω3 = 3001.32 . . . , ω4 = 3516.27 . . . ,

ω5 = 4244.51 . . . , ω6 = 6002.64 . . . , w0 = 3001.32 . . . + i 1243.18 . . . . (30)

Константа C может быть найдена из условия, что длина сторон ломаной известна
и равна единице, например, из равенства

C

ω1∫

0

|ω − w0|2dω√∏6
k=1(ωk − ω)

= 1,

откуда
C = 19.0170 . . . (31)

Численные расчеты дают весьма неплохие результаты: обобщенный интеграл
Кристоффеля –Шварца (29) с полученными параметрами (30), (31) дает конформ-
ное отображение на двулистный многоугольник, положение вершин и точки ветв-
ления которого отличаются от заданных на величины порядка 10−6 .
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Abstract

An approximate method of finding accessory parameters for the generalized Schwarz–
Christoffel integrals has been suggested. The integrals provide conformal mappings of a half-
plane onto the polygonal Riemann surfaces with inner branch points. The method is based on
including the desired map into a one-parametric family of conformal mappings of the upper
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half-plane onto the Riemann surfaces which are obtained from some fixed Riemann surface
by cutting it along an elongated polygonal slit. A system of ordinary differential equations
for parameters of the Schwarz–Christoffel integrals, i.e., for the preimages of their vertexes
and branch points, has been deduced. Application of the method consists in solving a number
of successive Cauchy problems describing the process of moving of the end of the slit along
the chains of the polygon. The solution obtained in the previous step forms the initial data
for the Cauchy problem in the next step. A numeric example illustrating the method has been
considered. For univalent mappings, a similar method was first suggested by P.P. Kufarev.

Keywords: Schwarz–Christoffel integrals, multivalent functions, parametric method
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