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�« áá¨ç¥áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �¨ ­ª¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯®áâ®ï­­®© ®âà¨æ â¥«ì­®© ªà¨¢¨§­ë �1
¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ R3 ¨ ¥£® ¬­®£®¬¥à­®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ¢ R2n�1, ­ ©¤¥­­®¥�.�.�¬¨­®¢ë¬,
®¯à¥¤¥«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ([1], c. 435). �ãáâì r(y1; : : : ; yn) | à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à ¯á¥¢¤®áä¥-
à¨ç¥áª®£® (â. ¥. ¯®áâ®ï­­®© á¥ªæ¨®­­®© ªà¨¢¨§­ë �1) ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Hn ¢ R2n�1, ¯à¥¤áâ -
¢«¥­­ë© ¢ ¯®«ã£¥®¤¥§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â, ¢ ª®â®à®© «¨­¥©­ë© í«¥¬¥­â Hn ¨¬¥¥â ¢¨¤

ds2 = e2yn(dy21 + � � � + dy2n�1) + dy2n: (1)

�â ª ¦¤®© â®çª¨ Hn á à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à®¬ r ®â«®¦¨¬ ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à, ª á â¥«ì­ë© ¢ íâ®©
â®çª¥ ª £¥®¤¥§¨ç¥áª®© yn-«¨­¨¨. �­®¦¥áâ¢® â®ç¥ª-ª®­æ®¢ íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ®¡à §ã¥â ­®¢®¥ ¯á¥¢-
¤®áä¥à¨ç¥áª®e ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ Hn, ® ª®â®à®¬ £®¢®àïâ, çâ® ®­® ¯®«ãç¥­® ¨§ Hn á ¯®¬®éìî
¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï �¨ ­ª¨. �­ «¨â¨ç¥áª¨ à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à Hn ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ r = r � @r

@yn
.

�à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �¨ ­ª¨ ®¡« ¤ ¥â ¢ ¦­ë¬ á¢®©áâ¢®¬, ª®â®à®¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢¥ªâ®à @r

@yn

ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ª á â¥«ì­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª Hn ¨ Hn.
�á­®¢ë¢ ïáì ­  íâ®¬ á¢®©áâ¢¥, ¢ [2] ®¯à¥¤¥«¥­® ¡¨ª á â¥«ì­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �¨ ­ª¨

¤«ï ¤¢ã¬¥à­ëå ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª¨å ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  R4. �ãáâì ¤¢ã¬¥à-
­ ï ¯®¢¥àå­®áâì H2 ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­  ®à¨áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© ª®®à¤¨­ â (y1; y2) á ¬¥âà¨ª®©
ds2 = e2y2dy21 + dy22 ¨ ¨¬¥¥â à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à r(y1; y2). �®¢®àïâ, çâ® ¤¢ã¬¥à­ ï ¯®¢¥àå­®áâì H2 c
à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à®¬

r(y1; y2) := r(y1; y2)�
@r

@y2

¯®«ãç ¥âáï ¡¨ª á â¥«ì­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ �¨ ­ª¨ ¨§ H2, ¥á«¨ ¢¥ªâ®à @r

@y2
ï¢«ï¥âáï â ª¦¥

ª á â¥«ì­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª ¯à¥®¡à §®¢ ­­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ H2 ¢ â®çª¥ á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (y1; y2). �
â ª®¬ á«ãç ¥ ([2], â¥®à¥¬  2) ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¯à¥®¡à §®¢ ­­ ï ¯®¢¥àå­®áâì H2 â ª¦¥ ï¢«ï¥â-
áï ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª®©. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ®¡®¡é ¥¬ ¤ ­­®¥ á¢®©áâ¢® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï �¨ ­ª¨ ­ 
n-¬¥à­ë¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Hn ¯®áâ®ï­­®© á¥ªæ¨®­­®© ªà¨¢¨§­ë �1 ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ R2n, ¤®¯®«­¨¢ ãá«®¢¨¥ ¡¨ª á ­¨ï ­¥ª®â®àë¬ ãá«®¢¨¥¬ ­  ª®íää¨æ¨¥­âë ªàãç¥­¨ï ¡ §¨á 
­®à¬ «¥© ¯®£àã¦¥­¨ï.

�ãáâì Hn | n-¬¥à­®¥ à¥£ã«ïà­®¥ ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª®¥ (¯®áâ®ï­­®© ®âà¨æ â¥«ì­®© á¥ªæ¨®­-
­®© ªà¨¢¨§­ë �1) ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  R2n, ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­®¥ ®à¨áä¥à¨-
ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© ª®®à¤¨­ â (y1; : : : ; yn) c ¬¥âà¨ª®© (1). �¨ª á â¥«ì­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ �¨ ­ª¨
¤ ­­®£® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ Hn ¢ R2n c à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à®¬

r(y1; : : : ; yn) := r(y1; : : : ; yn)�
@r

@yn

¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¥¤¨­¨ç­ë© ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à @r

@yn
ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ª á â¥«ì­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª

Hn ¢ â®çª¥ r.
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�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì Hn | ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ 

R2n ¨ Hn | ¥£® à¥£ã«ïà­®¥ ¡¨ª á â¥«ì­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �¨ ­ª¨. �®£¤  dim(T?
r Hn\T?

r Hn) = 1,
â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ¯®«¥ ­®à¬ «ì­ëå ®àâ®¢, ®¡é¨å ¤«ï Hn ¨ Hn ¢ â®çª å á

®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨ (y1; : : : ; yn).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ®à¨áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â (y1; : : : ; yn) á ¬¥âà¨ª®© (1) ­¥­ã-
«¥¢ë¬¨ á¨¬¢®« ¬¨ �à¨áâ®ää¥«ï ï¢«ïîâáï �i

in = 1, �n
ii = �e2yn ¤«ï i = 1; : : : ; n � 1. �ãáâì

�1; : : : ; �n | ¡ §¨á ¨§ à¥£ã«ïà­ëå ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©, ­®à¬ «ì­ëå ª Hn. �§
¤¥à¨¢ æ¨®­­ëå ä®à¬ã« � ãáá  ¤«ï Hn ¯®«ãç ¥¬

ryi = �
nX

s=1

Ls
ni�s; ryn = ryn �

nX
s=1

Ls
nn�s;

£¤¥ Ls
ni = hrynyi ; �si | ª®íää¨æ¨¥­âë ¢â®à®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ä®à¬ë ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Hn

®â­®á¨â¥«ì­® ­®à¬ «¨ �s ¨ i = 1; : : : ; n � 1. �§ ãá«®¢¨ï ¡¨ª á ­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® n + 1 ¢¥ªâ®à®¢
ry1 ; : : : ; ryn ; ryn ¯à¨­ ¤«¥¦ â TrH

n, à §¬¥à­®áâì ª®â®à®£® à ¢­  n. �®íâ®¬ã ­ ©¤ãâáï n ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì­ëå ç¨á¥« a1; : : : ; an â ª¨å, çâ®

ryn =
n�1X
k=1

ak

� kX
s=1

Ls
nk�s

�
+ an

�
ryn �

nX
s=1

Lnn�s

�
:

�®áª®«ìªã ryn 2 TrH
n,   �s 2 T?

r H
n, â® § ª«îç ¥¬, çâ® an = 1 ¨ n ¢¥ªâ®à®¢

nP
s=1

Ls
ni�s, i = 1; : : : ; n,

«¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë. �®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì jLs
nij = 0 ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ -

§¨á  ­®à¬ «ì­ëå ¯®«¥© �1; : : : ; �n ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Hn. �®ª ¦¥¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¤àã£®© ®à-
â®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á �1; : : : ; �n ­®à¬ «ì­ëå ¯®«¥©, ¢ ª®â®à®¬ eLn

n1 = � � � = eLn
nn�1 = eLn

nn = 0.
�®¢ë© ¡ §¨á ¯®«ãç ¥âáï ã¬­®¦¥­¨¥¬ áâ à®£® ­  ®àâ®£®­ «ì­ãî ¬ âà¨æã (aik) ¯®àï¤ª  n á ª®-

íää¨æ¨¥­â ¬¨, § ¢¨áïé¨¬¨ ®â y1; : : : ; yn. �à¨ íâ®¬ �n =
nP

k=1
ank�k ¨ eLn

ni = hrynyi ; �ni =
nP

k=1
ankL

k
ni.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï â®£® çâ®¡ë eLn
n1 = � � � = eLn

nn�1 = 0, ­¥®¡å®¤¨¬® ¢ë¡à âì ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à
(an1; : : : ; ann) ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë¬ ª® ¢á¥¬ n áâà®ª ¬ ¬ âà¨æë (¥á«¨ k | ­®¬¥à áâà®ª¨ ¬ âà¨æë
(Ls

ni)). � ª®© ¢ë¡®à ¢®§¬®¦¥­, â. ª. jeLk
nij = 0. �®£¤  ¯®«ãç¨¬, çâ® eLn

nn = 0. � ­®¢®¬ ­®à¬ «ì­®¬
¡ §¨á¥ ª á â¥«ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë ¢ Hn ¯à¨®¡à¥âãâ ¢¨¤

ryi = �
n�1X
s=1

eLs
ni�s; ryn = ryn �

n�1X
s=1

eLs
nn�s: (2)

�®£¤ , ®ç¥¢¨¤­®, �s ¡ã¤¥â ¥¤¨­¨ç­ë¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬ ­®à¬ «ì­ë¬ ¯®«¥¬ ¢ Hn, áãé¥áâ¢®-
¢ ­¨¥ ª®â®à®£® ¤®ª §ë¢ «®áì.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤ ¥â ¤®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë á¥ªæ¨®­­ ï ªà¨¢¨§­ 
¯à¥®¡à §®¢ ­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï Hn, ª®â®à®¥ ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨ ¡¨ª á â¥«ì­®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¨
�¨ ­ª¨ ¢ R2n, ¡ë«  à ¢­  �1, â. ¥. ª®£¤  ¤ ­­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª
®¡®¡é¥­¨¥ ¬­®£®¬¥à­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï �¨ ­ª¨, ­ ©¤¥­­®£® ¢ [3]. �à¨¢®¤¨¬ ¥£® ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢®, ®á­®¢ ­­®¥ ­  ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ãà ¢­¥­¨© � ãáá  ¨ �¨çç¨ ¤«ï ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª®£® ¯®¤¬­®-
£®®¡à §¨ï Hn, â. ¥. ­®¢ë¬ ¬¥â®¤®¬ ¯® áà ¢­¥­¨î á ¬¥â®¤®¬ �.�.�¬¨­®¢ , ª®â®àë© ¨á¯®«ì§®¢a«
ãà ¢­¥­¨ï �®¤ ææ¨.

�¥®à¥¬ . �ãáâì r = r � ryn | à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à à¥£ã«ïà­®£® ¡¨ª á â¥«ì­®£® ¯à¥®¡à §®¢ -

­¨ï �¨ ­ª¨ Hn ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª®£® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Hn ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  R2n ¨ ¯ãáâì

�1; : : : ; �n | ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ­®à¬ «ì­ëå ¯®«¥© ª Hn, ¯à¨ç¥¬ �n 2 T?
r Hn \ T?

r Hn

| ®¡é¥¥ ­®à¬ «ì­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ª Hn ¨ Hn. �á«¨ ª®íää¨æ¨¥­âë ªàãç¥­¨ï ���ji ¡ §¨á 

�1; : : : ; �n ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ���ji = 0 ¤«ï i = 1; : : : ; n, 1 � �; � � n � 1, â® Hn ¨¬¥¥â

¯®áâ®ï­­ãî á¥ªæ¨®­­ãî ªà¨¢¨§­ã �1.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®£® ¢ëè¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ®¡é¥£® ­®à-
¬ «ì­®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï �n ¬®¦­® áç¨â âì ¢ë¯®«­¥­­ë¬¨ ãá«®¢¨ï Ln

n1 = � � � = Ln
nn = 0.

� «¥¥, ãà ¢­¥­¨ï �¥©­£ àâ¥­  ¤«ï Hn c ãç¥â®¬ ãá«®¢¨© ¤®ª §ë¢ ¥¬®© â¥®à¥¬ë ¨¬¥îâ ¢¨¤ ([4],
ä®à¬ã«  (47.9))

@�s

@yj
= �e�2yn

n�1X
l=1

Ls
ljrl � Ls

njrn + �nsjj�n;

@�n

@yj
= �e�2yn

n�1X
l=1

Ln
ljrl +

n�1X
�=1

��njj�� ; s; � = 1; : : : ; n� 1; j = 1; : : : ; n:

(3)

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ gij = hryi ; ryj i ª®íää¨æ¨¥­âë ¯¥à¢®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ä®à¬ë ¯®¤¬­®£®-
®¡à §¨ï Hn. �§ (2) ¯®«ãç¨¬ ¤«ï ­¨å á«¥¤ãîé¨¥ ¢ëà ¦¥­¨ï:

gij =
n�1X
s=1

Ls
niL

s
nj; gnn = 1 +

n�1X
s=1

(Ls
nn)

2; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; n� 1: (4)

�á¯®«ì§ãï (2), (3), ­ å®¤¨¬ ¢â®àë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à  r(y1; : : : ; yn)

rij = �
n�1X
s=1

@Ls
ni

@yj
�s + e�2yn

n�1X
l;s=1

Ls
niL

s
ljrl +

n�1X
s=1

Ls
niL

s
njrn �

n�1X
s=1

Ls
ni�nsjj�n;

rnn =
n�1X
s=1

�
Ls
nn �

@Ls
nn

@yn

�
�s + e�2yn

n�1X
l;s=1

Ls
nnL

s
lnrl +

n�1X
s=1

(Ls
nn)

2rn �
n�1X
s=1

Ls
nn�nsjn�n:

(5)

�§ ¤¥à¨¢ æ¨®­­ëå ä®à¬ã« � ãáá  (2) ¤«ï Hn á«¥¤ã¥â, çâ® ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¬¨ ­®à¬ «ì-
­ë¬¨ ¢¥ªâ®à­ë¬¨ ¯®«ï¬¨ ª Hn ¡ã¤ãâ �1 = e�ynr1; : : : ; �n�1 = e�ynrn�1; �n = �n. �¡®§­ ç¨¬
ç¥à¥§ Ls

ij = hrij ; �si ª®íää¨æ¨¥­âë ¢â®àëå äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ä®à¬ ¯®¤­®£®®¡à §¨ï Hn. �§ (5)
¯®«ãç¨¬ ¤«ï ­¨å ¢ëà ¦¥­¨ï

Lt
ij = e�yn

n�1X
s=1

Ls
niL

s
tj ; Ln

ij = �
n�1X
s=1

Ls
ni�nsjj ; t = 1; : : : ; n� 1; i; j = 1; : : : ; n:

�¥¯¥àì ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë á¢®¤¨âáï ª ¯à®¢¥àª¥ ãá«®¢¨ï ¯®áâ®ï­áâ¢  á¥ªæ¨®­­®© ªà¨-
¢¨§­ë ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Hn c ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï � ãáá 

nX
s=1

(Ls
ikL

s
jl � Ls

ilL
s
jk) = Rijkl = (�1)(gikgjl � gilgjk); (6)

£¤¥ Rijkl | ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  �¨¬ ­  ¯®¤­®£®®¡à §¨ï Hn. �á«¨ ¯à¨­ïâì ¢® ¢­¨¬ ­¨¥, çâ®
¢ (4) ¬¥âà¨ç¥áª¨© ª®íää¨æ¨¥­â gnn ®â«¨ç ¥âáï  ­ «¨â¨ç¥áª¨¬ ¢ëà ¦¥­¨¥¬ ®â ®áâ «ì­ëå, â®
¯à¨ ¯à®¢¥àª¥ ­¥®¡å®¤¨¬® ®â¤¥«ì­® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  á®¢¯ ¤ îâ ¨­¤¥ªáë i = k = n.
�à®¢¥à¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ (6) ¢ á«ãç ïå  ) i; j; k; l � n ¨ ¢á¥ ¨­¤¥ªáë ¬¥¦¤ã á®¡®© à §«¨ç­ë ¨ ¢
á«ãç ¥ ¡) i = k = n ¨ l 6= j. �à®¢¥àª  ®áâ «ì­ëå á«ãç ¥¢ ¯à®¢®¤¨âáï  ­ «®£¨ç­®.

� á«ãç ¥  ) ¯à ¢ ï ç áâì ãà ¢­¥­¨ï (6) à ¢­ 

gilgjk � gikgjl =
� n�1X

t=1

Lt
niL

t
nl

�� n�1X
v=1

Lv
njL

v
nk

�
�

� n�1X
t=1

Lt
niL

t
nk

�� n�1X
v=1

Lv
njL

v
nl

�
=

=
X
t<v

����Lt
ni Lv

ni

Lt
nj Lv

nj

���� ����Lt
nl Lv

nl

Lt
nk Lv

nk

���� ;
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  «¥¢ ï ç áâì (6) à ¢­ 

nX
s=1

Ls
ikL

s
jl � Ls

ilL
s
jk = e�2yn

n�1X
s=1

� n�1X
t=1

Lt
niL

t
sk

n�1X
v=1

Lv
njL

v
sl �

n�1X
t=1

Lt
niL

t
sl

n�1X
v=1

Lv
njL

v
sk

�
+

+
n�1X
t=1

Lt
ni�ntjk

n�1X
v=1

Lv
nj�kvjl �

n�1X
t=1

Lt
ni�ntjl

n�1X
v=1

Lv
nj�nvjk =

=
X
t<v

����Lt
ni Lv

ni

Lt
nj Lv

nj

����
 
e�2yn

n�1X
s=1

����Lt
sk Lv

sk

Lt
sl Lv

sl

����+ �����ntjk �ntjl

�nvjk �nvjl

����
!
:

�á¯®«ì§ã¥¬ â¥¯¥àì ãà ¢­¥­¨¥ �¨çç¨ ([4], ä®à¬ã«  (47.14)) ¤«ï Hn

�tvjk;l � �tvjl;k +
X
r

�����rtjk �rtjl

�rvjk �rvjl

����+ e�2yn
n�1X
s=1

����Lt
sk Lv

sk

Lt
sl Lv

sl

����+ ����Lt
nk Lv

nk

Lt
nl Lv

nl

���� = 0: (7)

�® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë �tvjk = 0 ¤«ï t; v < n ¨ ãà ¢­¥­¨ï (7) ¯à¨®¡à¥â îâ ¢¨¤�����ntjk �ntjl

�nvjk �nvjl

����+ e�2yn
n�1X
s=1

����Lt
sk Lv

sk

Lt
sl Lv

sl

���� = ����Lt
nl Lv

nl

Lt
nk Lv

nk

���� : (8)

�á«¨ ã¬­®¦¨âì ãà ¢­¥­¨¥ (8) ­  ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì
��� Lt

ni Lv
ni

Lt
nj Lv

nj

��� ¨ ¯à®áã¬¬¨à®¢ âì ¯® ¢á¥¬ ¯ à ¬

(t; v), 1 � t < v � n� 1, â® ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ (6) ¢ ¨§ãç ¥¬®¬ á«ãç ¥  ).
� á«ãç ¥ ¡) ¯®ª ¦¥¬, çâ®

nX
s=1

(Ls
nnL

s
jl � Ls

nlL
s
nj) = Rnjnl = �gnngjl + gnlgnj : (9)

�à ¢ ï ç áâì (9) à ¢­ 

� gnngjl + gnlgnj = �

�
1 +

n�1X
t=1

(Lt
nn)

2

� n�1X
v=1

Lv
njL

v
nl +

n�1X
t=1

Lt
nnL

t
nl

n�1X
v=1

Lv
nnL

v
nj =

= �
n�1X
v=1

Lv
njL

v
nl +

X
t<v

����Lt
nj Lv

nj

Lt
nn Lv

nn

���� ����Lt
nn Lv

nn

Lt
nl Lv

nl

���� ; (10)

  «¥¢ ï ç áâì (9) à ¢­ 

nX
s=1

(Ls
nnL

s
jl � Ls

nlL
s
jn) = e�2yn

n�1X
s=1

� n�1X
t=1

Lt
nnL

t
sn

n�1X
v=1

Lv
nlL

v
sj �

n�1X
t=1

Lt
nnL

t
sl

n�1X
v=1

Lv
njL

v
sn

�
+

+
n�1X
t=1

Lt
nn�ntjn

n�1X
v=1

Lv
nl�nvjj �

n�1X
t=1

Lt
nl�ntjn

n�1X
v=1

Lv
nn�nvjj : (11)

�á¯®«ì§ã¥¬ ãà ¢­¥­¨ï � ãáá  ¤«ï Hn

nX
v=1

(�Lv
njL

v
sn + Lv

nnL
v
sj) = Rnsnj = 0;

¥á«¨ s 6= j;
nX

v=1

(�Lv
njL

v
jn + Lv

nnL
v
jj) = Rnjnj = e2yn ;

¥á«¨ s = j 6= n.
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� ¬¥­ïï
n�1P
v=1

Lv
njL

v
sn ¢ (11) á ¯®¬®éìî íâ¨å ãà ¢­¥­¨©, ¯à¥®¡à §ã¥¬ ¯à ¢ãî ç áâì à ¢¥­áâ¢ 

(11) ª ¢¨¤ã

e�2yn
n�1X
s=1

�X
Lt
nnL

t
sn

X
Lv
nlL

v
sj �

X
Lt
nnL

t
sl

X
Lv
nnL

v
sj � e2yn

X
Lt
nnL

t
jl

�
+

+
X
t<v

����Lt
nn Lv

nn

Lt
nl Lv

nl

���� �����ntjn �ntjj

�nvjn �nvjj

���� =
= �

nX
t=1

Lt
nnL

t
jl

X
t<v

����Lt
nn Lv

nn

Lt
nl Lv

nl

����
 
e�2yn

n�1X
s=1

����Lt
sn Lv

sn

Lt
sj Lv

sj

����+ �����ntjn �ntjj

�nvjn �nvjj

����
!
: (12)

�®áª®«ìªã j 6= l, â® ¢ á¨«ã ãà ¢­¥­¨ï � ãááá  ¤«ï Hn (
P

Lt
nnL

t
jl =

P
Lt
njL

t
nl) ¯¥à¢ë¥ áã¬¬ë

¢ ¢ëà ¦¥­¨ïå (10) ¨ (11) á®¢¯ ¤ îâ,   ®áâ ¢è¨¥áï à ¢­ë ¢ á¨«ã ãà ¢­¥­¨© �¨çç¨ ¤«ï Hn, çâ®
¨ ¤®ª §ë¢ ¥â á«ãç © ¡). �­ «®£¨ç­® à áá¬ âà¨¢ îâáï ®áâ «ì­ë¥ ¢®§¬®¦­ë¥ á«ãç ¨ ãà ¢­¥­¨ï
(6) ¤«ï ª®¬¯®­¥­â â¥­§®à  �¨¬ ­  Rnijk ¨ Rnini.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �¥®à¥¬  á«ã¦¨â ®¡®¡é¥­¨¥¬ â¥®à¥¬ë �.�.�¬¨­®¢  [3] ® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¨
�¨ ­ª¨ ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª®£® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Hn ¢ R2n�1, ¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ­®à¬ «ì­ ï
á¢ï§­®áâì ¯®£àã¦¥­¨ï ¯«®áª ï, ¨ ¬®¦­® ¢ë¡à âì ­®à¬ «ì­ë¥ ¯®«ï â ª, çâ®¡ë ¢á¥ ª®íää¨æ¨-
¥­âë ªàãç¥­¨ï ®¡à â¨«¨áì ¢ ­ã«ì. �®ª § ­­ ï â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ®¡®¡é¥­¨¥¬ â¥®à¥¬ë
2 ¨§ [2] ® â®¬, çâ® ¡¨ª á â¥«ì­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �¨ ­ª¨ ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ H2

¢ R4 | ¯á¥¢¤®áä¥à¨ç¥áª ï ¯®¢¥àå­®áâì ¢ R4. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ á«ãç ¥ n = 2 ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï
á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ®¡é¥£® ­®à¬ «ì­®£® ¯®«ï �2 ª TrH

2 ¨ TrH
2,   ãá«®¢¨¥ ­  ª®íää¨æ¨-

¥­âë ªàãç¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ¨§«¨è­¨¬. �¥âàã¤­® â ª¦¥ ¯àï¬® ¯®¤áç¨â âì ª®íää¨æ¨¥­âë ¢â®àëå
äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ä®à¬ H2 ¨ ¯à®¢¥à¨âì ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ � ãáá  R1212 = �g11g22 + g212.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �á«®¢¨¥ ­  ª®íää¨æ¨¥­âë ªàãç¥­¨ï ­®à¬ «ì­®£® ¡ §¨á  ¬®¦­® áä®à¬ã«¨-
à®¢ âì ¢ ¡®«¥¥ ¨­¢ à¨ ­â­®¬ ¢¨¤¥. �ãáâì F (r) | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ T?

r Hn, ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¢¥ª-
â®à­®¬ã ¯®«î �n. �®£¤  ®¡à é¥­¨¥ ¢ ­ã«ì ¢á¥å ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ªàãç¥­¨ï �ijjk ¤«ï 1 � i; j < n

à ¢­®á¨«ì­® ãá«®¢¨î r?
X� = ��n ¤«ï ¢á¥å X 2 TrH

n ¨ ¢á¥å � 2 F (r).

� ¬¥ç ­¨¥ 3. �®ª ¦¥¬, çâ® â¥®à¥¬ã ¬®¦­® â ª¦¥ ¤®ª § âì ¬¥â®¤®¬ �.�.�¬¨­®¢  á ¯à¨-
¬¥­¥­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨© �®¤ ææ¨ ¤«ïHn. �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥­¨¥, ¢ë¡¥à¥¬ ¡ §¨á ­®à¬ «ì­ëå ¢¥ª-
â®à­ëå ¯®«¥© �1; : : : ; �n â ª, çâ®¡ë Ln

n1 = � � � = Ln
nn = 0. �®£¤  ¬¥âà¨ç¥áª ï ä®à¬  Hn ¯à¨¬¥â

¢¨¤

ds2 =
n�1X
s=1

� nX
j=1

Ls
njdyj

�2

+ dy2n:

�®ª ¦¥¬, çâ® ¬®¦­® ¯¥à¥©â¨ ª ¤àã£¨¬ ª®®à¤¨­ â ¬

y1 = y1(y1; : : : ; yn); : : : ; yn�1 = yn�1(y1; : : : ; yn); yn = yn;

¢ ª®â®àëå ¬¥âà¨ç¥áª ï ä®à¬  Hn ¯à¨¬¥â ¢¨¤

ds2 = e�2yn
� n�1X

i=1

dy2i

�
+ dy2n: (13)

�«ï íâ®© æ¥«¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ ãà ¢­¥­¨ï �®¤ ææ¨ ([4], ä®à¬ã«  (47.12))

Ls
nj;i � Ls

ni;j =
nX

t=1

(�tsjiL
t
nj � �tsjjL

t
ni); (14)

£¤¥ 1 � s < n, 1 � i 6= j � n
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�®áª®«ìªã ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ª®íää¨æ¨¥­âë ªàãç¥­¨ï �tsjj = 0 ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ t; s < n ¨
Ln
nj = 0 ¤«ï j = 1; : : : ; n, â® ãà ¢­¥­¨ï �®¤ ææ¨ (14) ¯à¨¬ãâ ¢¨¤

Ls
nj;i � Ls

ni;j = 0 (15)

� ª ¨ ¢ ([1], á. 437) ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¨§ (15) ¢ëâ¥ª ¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãà ¢­¥­¨©

@

@yi
(eynLs

nj)�
@

@yj
(eynLs

ni) = 0:

�®íâ®¬ã á¨áâ¥¬  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©

dys = eyn
nX

j=1

Ls
njdyj ; s = 1; : : : ; n� 1;

¡ã¤¥â ¢¯®«­¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬®©, ¯à¨ç¥¬ @ys
@yt

= eynLs
nt, 1 � s � n � 1, 1 � t � n. �®íâ®¬ã ïª®¡¨ ­

¯¥à¥å®¤  ®â ª®®à¤¨­ â (yt) ª ª®®à¤¨­ â ¬ ys à ¢¥­����@ys@yt

���� = e(n�1)yn jLs
ntj;

£¤¥ 1 � s; t � n� 1.
�®á«¥¤­¨© ¤¥â¥à¬¨­ ­â ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï, â. ª. ¢¥ªâ®àë ry1 ; : : : ; ryn�1 «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë

¢ «î¡®© â®çª¥ à¥£ã«ïà­®£® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Hn. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢®§¬®¦¥­ ¯¥à¥å®¤ ª ª àâ¥
(y1; : : : ; yn), ¢ ª®â®à®© «¨­¥©­ë© í«¥¬¥­â Hn ¨¬¥¥â ¢¨¤ (13), ¨ á¥ªæ¨®­­ ï ªà¨¢¨§­  ¢ â ª®¬
á«ãç ¥, ª ª ¨§¢¥áâ­®, à ¢­  �1.
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