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� á¥à¨¨ ¨§ âà¥å áâ â¥© ¯à¥¤« £ ¥âáï ­®¢®¥ ¯®­ïâ¨¥ à¥è¥­¨ï «¨­¥©­®© § ¤ ç¨ ¨ ­  ¥£® ®á­®¢¥
à §à ¡ âë¢ ¥âáï â¥®à¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨. �à¨ íâ®¬ ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡®§­ ç¥­¨ï

C
n � R

n � Z
n � M

n | ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å n-¬¥à­ëå ¢¥ªâ®à®¢, ¢á¥ ª®®à¤¨­ âë ª®â®àëå ï¢«ï-
îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨, ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨, æ¥«ë¬¨, æ¥«ë¬¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬¨ ç¨-
á« ¬¨;

¢ á«ãç ¥ z 2 C n ( ­ «®£¨ç­® Rn , Zn, M n ) jzj = (jz1j2 + � � �+ jznj2)1=2;
x � y (x < y) ¤«ï x 2 Rn , y 2 Rn , ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å ª®®à¤¨­ â xj � yj (x � y ¨ x 6= y);
z� � z�11 � � � z�nn 8z 2 C

n , 8� = (�1; : : : ; �n) 2 M
n ; z0j � 1;

� | ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªá®¢, â. ¥. í«¥¬¥­â®¢ ¨§ M n ;
í«¥¬¥­â y 2 � ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¨¡®«ìè¨¬, ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â x 2 �, ¤«ï ª®â®à®£® x > y;
L2
�(
) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �®à¥«î �-¬¥à­ëå äã­ªæ¨© u(x), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å

ãá«®¢¨î
R



ju(x)j2dx < +1;

¥á«¨ 
 | ®âªàëâ ï ®¡« áâì ¨§ Rn , â® D 0(
; �) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ u(x) =
(u1(x); : : : ; u�(x)), £¤¥ ª ¦¤ ï ª®®à¤¨­ â  ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­­®© äã­ªæ¨¥©;

W�;2
� (
) | ¯à®áâà ­áâ¢® â¨¯  �®¡®«¥¢ , â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥å u(x) 2 D 0 (
; �), ¤«ï ª®â®àëå

®¡®¡é¥­­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ u(�)(x) = (u(�)1 (x); : : : ; u(�)� (x)) ¯à¨ ¢á¥å � 2 � ¯à¨­ ¤«¥¦ â L2
�(
);

C�
� (
) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å �-¬¥à­ëå, ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå ¢ 
 ¢ª«îç¨â¥«ì­® ¤®

¯®àï¤ª®¢ � 2 � äã­ªæ¨©, áãé¥áâ¢ãîé¨¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¤«ï ª®â®àëå ®£à ­¨ç¥­ë ¢ 
;
C�
� (b�a) (§¤¥áì ¨ ­¨¦¥ a 2 Rn , b 2 Rn) | ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¨§ C�

� (R
n ) ¢á¥å (b�a)-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å

¢¬¥áâ¥ á áãé¥áâ¢ãîé¨¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ äã­ªæ¨©; ¥á«¨ ¢á¥ ª®®à¤¨­ âë ã (b � a) à ¢­ë 2�, â®
¢¬¥áâ® C�

� (b� a) ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì C�
� (2�);

L2
�(b�a) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �®à¥«î �-¬¥à­ëå, (b�a)-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨©

u(x), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î
R

[a;b]

ju(x)j2dx < +1, ¯à¨ íâ®¬ [a; b] = fx : a � x � bg, ¯®á«¥¤­¨©

¨­â¥£à « ¨ § ¯¨áì
bR
a
ju(x)j2dx ®§­ ç îâ ®¤­® ¨ â® ¦¥;

W�;2
� (b� a) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥å u(x) 2 D 0 (
; �), ¤«ï ª®â®àëå u(�)(x) 2 L2

�(b � a) ¯à¨ ¢á¥å
� 2 �;

C+1
� (
) = \C�

� (
); C+1
� (b� a) = \C�

� (b� a);

W+1;2
� (
) = \W�;2

� (
); W+1;2
� (b� a) = \W�;2

� (b� a);

¯à¨ íâ®¬ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤ïâáï ¯® ¢á¥¬ � � M n .
�¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ­¨¦¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ïå ¢ë§¢ ­  ¬­®£¨¬¨ ¯à¨ç¨­ ¬¨. �áâ ­®-

¢¨¬áï ­  ­¥áª®«ìª¨å ¨§ ­¨å.
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�®-¯¥à¢ëå, ¯®­ïâ¨¥ ®¡®¡é¥­­®£® à¥è¥­¨ï ­¥¤®áâ â®ç­® ¤«ï à §à¥è¨¬®áâ¨ àï¤  ¤¨ää¥à¥­-
æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå [1], [2] ¨ ­¥ª®â®àëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥©. �«ï
¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ ¬®¤¥«ì ¢ë­ã¦¤¥­­ëå 2�-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ ­¨© § ªà¥¯«¥­­®© ­  ª®­-
æ å ¨­â¥à¢ «  [0; �] áâàã­ë

utt � c2 uxx = f(t; x); (t; x) 2 e
 = R � [0; �]; (1)

u; ut | 2�-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¥ ¯® t äã­ªæ¨¨; u(t; 0) = u(t; �) = 0; (2)

£¤¥ f(t; x) 2 L2
1(e
) ¨ 2�-¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ¯® t. � ¯®¬­¨¬, ª ª ¯®­¨¬ ¥âáï ®¡®¡é¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § -

¤ ç¨ (1), (2). �¥à¥§ C+1
l ®¡®§­ ç ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¡¥áª®­¥ç­® £« ¤ª¨å ¢ e
 äã­ªæ¨©, ã¤®¢«¥-

â¢®àïîé¨å (2), ¢¢®¤¨âáï ®¯¥à â®à A0 : A0' = 'tt� c
2'xx, ' 2 C

+1
l ¨ áâà®¨âáï ¥£® § ¬ëª ­¨¥ A.

�à¨ íâ®¬ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®á«¥¤­¥£® | íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥å ®¡®¡é¥­­ëå äã­ªæ¨© y,
¤«ï ª®â®àëå áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ '(j) 2 C+1

l , çâ® '(j) ! y (¢ á¬ëá«¥ ®¡®¡é¥­­ëå äã­ªæ¨©) ¨
fA0'(j)g áå®¤¨âáï ¢ L2

1(e
) ¯® ­®à¬¥. �á«¨ u ¢å®¤¨â ¢ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à â®à  A ¨ á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé ï u ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fA0'(j)g áå®¤¨âáï ª f(t; x), â® u ­ §ë¢ ¥âáï ®¡®¡é¥­­ë¬
à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1), (2). �ãáâì c | ¨àà æ¨®­ «ì­®¥ ç¨á«®. �®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï (1), (2)
®¤­®à®¤­ ï § ¤ ç  ¨¬¥¥â â®«ìª® ­ã«¥¢®¥ ®¡®¡é¥­­®¥ à¥è¥­¨¥,   ®¡®¡é¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨
(1), (2) ¬®¦¥â ¡ëâì â®«ìª® ®¡ê¥ªâX

fk1;k2(�k
2
1 + c2 k22)

�1 exp(ik1t) sin(k2x); i2 = �1; (3)

£¤¥ áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ¢á¥¬ k1 = 0;�1; : : : , k2 = 1; 2; : : : , fk1;k2 | ª®íää¨æ¨¥­â
�ãàì¥ á ­®¬¥à®¬ (k1; k2) ¢ à §«®¦¥­¨¨ äã­ªæ¨¨ f(t; x) ¢ àï¤ ¯® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

fexp(ik1t) sin(k2x); k1 = 0;�1; : : : ; k2 = 1; 2; : : : g: (4)

�¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® ¯à¨ ­¥ª®â®àëå f(t; x) (¤ ¦¥ ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® à § ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå ¢ e
)
®¡ê¥ªâ (3) ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¡®¡é¥­­®© äã­ªæ¨¥©, ¥á«¨ c > 0 | ç¨á«® �¨ã¢¨««ï. �àã£¨¬¨
á«®¢ ¬¨, ã¡¥¤¨¬áï ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ ¯à¨ ­¥ª®â®àëå f(t; x) à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (1), (2). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§
Mm ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢§ ¨¬­® ¯à®áâëå ç¨á¥« p > 0, q > 0, ¤«ï ª®â®àëå jc � p=qj < q�m. �
â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ¯à¨ «î¡®¬ m > 0 ¬­®¦¥áâ¢® Mm ¡¥áª®­¥ç­®, ç¨á«® c ­ §ë¢ ¥âáï ç¨á«®¬
�¨ã¢¨««ï. �ãáâì (k1; k2) 2Mm. �®£¤ 

j � k21 + c2 k22j
�1 � jk2j

m�2(2c+ jk2j
�m)�1:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, ¥á«¨ ¯à¨ k2 ! +1 ç¨á«  jfk1;k2 j ­¥ ã¡ë¢ îâ ¡ëáâà¥¥ «î¡®© áâ¥¯¥­¨ ®â (1+k
2
2)
�1,

â® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â N1 ¨ N2, ¤«ï ª®â®àëå

jfk1;k2(�k
2
1 + c2 k22)

�1j � N1(1 + k21 + k22)
N2 : (5)

�¥¢ë¯®«­¥­¨¥ (5) ®§­ ç ¥â, çâ® ®¡ê¥ªâ (3) ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¡®¡é¥­­®© äã­ªæ¨¥©. �á«¨ ¨àà æ¨-
®­ «ì­®¥ ç¨á«® c ­¥ ï¢«ï¥âáï ç¨á«®¬ �¨ã¢¨««ï, â® ¯à¨ ­¥ª®â®àëå N1, N2 ¢ë¯®«­ïîâáï ®æ¥­ª¨
(5), ¨ ®¡ê¥ªâ ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1), (2). �â ª, § ¤ ç  (1), (2) ¨¬¥¥â ¨«¨ ­¥
¨¬¥¥â ®¡®¡é¥­­®£® à¥è¥­¨ï ¯à¨ ª ¦¤®© f(t; x) ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ­¥ ï¢«ï¥âáï ¨«¨ ï¢«ï¥âáï
c ç¨á«®¬ �¨ã¢¨««ï. �¤­ ª® ¤«ï ª®«¥¡ ­¨© áâàã­ë ¡¥§à §«¨ç­  ¯à¨à®¤  ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨ c.

�®-¢â®àëå, ®¡é¥¯à¨­ïâ®¥ ¯®­ïâ¨¥ ®¡®¡é¥­­®£® à¥è¥­¨ï ­¥ ¯®¤å®¤¨â ª ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬
ãà ¢­¥­¨ï¬ á ®âª«®­ïîé¨¬¨áï  à£ã¬¥­â ¬¨ [3]. �®ïá­¨¬ áª § ­­®¥ ­  ¯à¨¬¥à¥ ãà ¢­¥­¨ï

(Py)(t) � y0(t) + y(2t) = f(t); t 2 (0; 2�) = 
 � R: (6)

�¥­ïï f(t), ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ª« áá¨ç¥áª¨å à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨ï (6) á®¤¥à¦ âáï ¢á¥
âà¨£®­®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¬­®£®ç«¥­ë yf(t) =

P
ak exp(ikt) (áã¬¬ë ª®­¥ç­ë). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®­¨

ï¢«ïîâáï ®¡®¡é¥­­ë¬¨ à¥è¥­¨ï¬¨ ¢ ®¡é¥¯à¨­ïâ®¬ ¯®­¨¬ ­¨¨. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â
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â ª ï á®¯àï¦¥­­ ï ®¯¥à æ¨ï P �, çâ® ¯à¨ ¢á¥å '(t) 2 C+1
1 á ­®á¨â¥«ï¬¨ (supp') � 
 äã­ªæ¨¨

(P �')(t) â ª¦¥ ¡¥áª®­¥ç­® £« ¤ª¨ ¨Z


yf (t)(P

�')(t)dt =
Z


(Pyf )(t)'(t)dt;

¯à¨ç¥¬ (suppP �') � 
. � á¨«ã 2�-¯¥à¨®¤¨ç­®áâ¨ ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ yf (t) ¨§ ¯®á«¥¤­¨å à ¢¥­áâ¢
á«¥¤ã¥â (P �')(t) = �'0(t)+'

�
t
2

�
+'

�
t+�
2

�
. �ç¨âë¢ ï (supp') � (0; 2�), ¯®«ãç¨¬ (P �')(t)! '(�),

¥á«¨ t ! 2�. � ç áâ­®áâ¨, ¯à¨ '(�) 6= 0 ¨¬¥¥¬ (P �')(2�) 6= 0, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î
(suppP �') � (0; 2�).

�-âà¥âì¨å, ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¦¥« ­¨¥ à §à ¡®â âì á ¥¤¨­ëå ¯®§¨æ¨© â¥®à¨¨ à §­ëå ¯® ¯à¨à®¤¥
§ ¤ ç (�¨à¨å«¥, �¥©¬ ­ , ­  2�-â®à¥, ¢ L2(Rn ) ¨ â. ¤.). �®­ïâ­®, çâ® íâ®£® ¬®¦­® ¤®¡¨âìáï
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ã¤ áâáï ¯à¥¤«®¦¨âì ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ¯®­ïâ¨¥ à¥è¥­¨ï «¨­¥©­®© § ¤ ç¨.

�-ç¥â¢¥àâëå, áãé¥áâ¢ã¥â ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ¨§«®¦¨âì â¥®à¨î à §à¥è¨¬®áâ¨ «¨­¥©­ëå § ¤ ç
¡¥§ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ® â¨¯¥ ¨§ãç ¥¬®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï (í««¨¯â¨ç¥áª¨©, £¨¯¥à-
¡®«¨ç¥áª¨©, ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨©) ¨ ¡¥§ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï áª «ïà­®áâ¨ ãà ¢­¥­¨ï.

� á¢ï§¨ á â¥¬, çâ® ¬ë ¢¢®¤¨¬ ­®¢®¥ ¯®­ïâ¨¥, ­ ¬ ¯à¨¤¥âáï ¯®-­®¢®¬ã ®á¬ëá«¨âì ¯®­ïâ¨ï
\à¥£ã«ïà­®¥ §­ ç¥­¨¥", \á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥", \á¯¥ªâà" á ®¤­®© áâ®à®­ë, á ¤àã£®© { á«¥¤ã¥â
¢ë¤¥«¨âì á«ãç ¨, ª®£¤  à¥è¥­¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï \£« ¤ª¨¬", ­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢ã â¨¯  ¯à®áâà ­áâ¢  �®¡®«¥¢  W�;2

m (
).
�¡ê¥ªâ®¬ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ï¢«ï¥âáï § ¤ ç 

(P (x; @=@x) � �E)u = f(x) 2 H; x 2 
 � R
n ; (7)

lu = 0: (8)

�®à¬ «ì­ ï § ¤ ç  (7), (8) áâ ­¥â § ¤ ç¥© ¢ ®¡é¥¯à¨­ïâ®¬ ¯®­¨¬ ­¨¨ â®«ìª® ¯®á«¥ â®£®, ª ª
¡ã¤¥â ¤ ­® ¯®­ïâ¨¥ à¥è¥­¨ï. � § ¯¨áïå (7), (8) ¨á¯®«ì§®¢ ­ë á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: � 2 C ;
(P (x; @=@x)� �E)u �

P
�2�

C�(x)(@=@x)�u� �u; (@=@x)�u � (@=@x1)�1 � � � (@=@xn)�nu; E | ¥¤¨­¨ç-

­ë© ®¯¥à â®à; ¯à¨ ª ¦¤®¬ � 2 � ­¥­ã«¥¢ë¥ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë C�(x) ®â®¡à ¦ îâ £¨«ì¡¥àâ®-
¢® ¯à®áâà ­áâ¢® H(�) äã­ªæ¨© ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® H; 
 | ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®;
lu = 0 | ä®à¬ «ì­ ï § ¯¨áì, ®§­ ç îé ï, çâ® ®¡ê¥ªâ u ¤®«¦¥­ ã¤®¢«¥â¢®àïâì ­¥ª®â®àë¬
ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ «¨­¥©­ë¬ ãá«®¢¨ï¬. �à¨ íâ®¬ ä®à¬ «ì­®áâì ãá«®¢¨© l á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ®­¨
¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï ¢ ®¡ëç­®¬ á¬ëá«¥, ¥á«¨ u | ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï, ¨ ¢ äã­ªæ¨-
®­ «ì­®¬ á¬ëá«¥, ¥á«¨ u | äã­ªæ¨®­ «. � ª ¡ã¤¥â ç¨â âìáï § ¯¨áì lu = 0 ­ ¬¨, áâ ­¥â ïá­®
¯®á«¥ ¢¢¥¤¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï à¥è¥­¨ï ä®à¬ «ì­®© § ¤ ç¨ (7), (8).

�à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® â®¬, çâ® C�(x) | ®¯¥à â®àë, ¢¢¥¤¥­® á ¥¤¨­áâ¢¥­­®© æ¥«ìî: ¢ª«îç¨âì ¢
à ¬ª¨ ¨§«®¦¥­­®£® ­¨¦¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï á ®âª«®­ïîé¨¬¨áï  à£ã¬¥­â ¬¨.

� ç áâ¨ I ­ á ¡ã¤¥â ¨­â¥à¥á®¢ âì ¢®¯à®á ® ¯à¨à®¤¥ á¯¥ªâà . �§¢¥áâ­®, çâ® á¯¥ªâàë ¬­®£¨å
ª« áá¨ç¥áª¨å § ¤ ç, â. ¥. § ¤ ç �¨à¨å«¥, �¥©¬ ­ , ­  2�-â®à¥, ¢ L2(Rn), ¤«ï â¨¯®¢ëå áª «ïà-
­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©, â. ¥. í««¨¯â¨ç¥áª¨å, ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨å ¨ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å,
à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å �®¡®«¥¢ , ï¢«ïîâáï â®ç¥ç­ë¬¨ [1], [4], [5].
�á«¨ ãá«®¢¨ï l ­¥ ï¢«ïîâáï ª« áá¨ç¥áª¨¬¨, «¨¡® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ­¥ ï¢«ï¥âáï â¨-
¯®¢ë¬, â® ®âªàëâë¬ ®áâ ¥âáï ¢®¯à®á ® â®¬, ª ª á«¥¤ã¥â ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨¥ à¥è¥­¨ï, çâ®¡ë á¯¥ªâà
®ª § «áï â®ç¥ç­ë¬, â. ¥. á®áâ®ï« ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨©, ¡®«¥¥ â®£®, ¦¤¥â à¥è¥­¨ï ¡®«¥¥ ¯à®-
áâ ï § ¤ ç : áãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¤«ï § ¤ ­­®£® ä®à¬ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï (7) ª®àà¥ªâ­® à §à¥è¨¬ ï
§ ¤ ç ? � àï¤¥ á«ãç ¥¢ ®â¢¥â ­  ¯®áâ ¢«¥­­ë© ¢®¯à®á ¨¬¥¥âáï [6]. �á¯®«ì§ãï  ­ «®£ ­¥«®ª «ì-
­ëå ãá«®¢¨© [6], ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï ¬­®£¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ª¢ §¨¯®«¨­®¬®¢ á ¯®áâ®ï­­ë¬¨
ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®àà¥ªâ­® à §à¥è¨¬ ï § ¤ ç . � § ª«îç¥­¨¥ æ¨ª«  ¨§ âà¥å áâ â¥©
¡ã¤ãâ ¯à¥¤«®¦¥­ë ¯à¨«®¦¥­¨ï à ­¥¥ ¯®«ãç¥­­ëå  ¡áâà ªâ­ëå à¥§ã«ìâ â®¢.

� ¯à®æ¥áá¥ à ¡®âë ­ ¬ ¯à¨¤¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¬­®£® ¯®áâ®ï­­ëå. �á«®¢¨¬áï áãé¥áâ¢¥­­ë¥
¯®áâ®ï­­ë¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì á ¨­¤¥ªá ¬¨, ­¥áãé¥áâ¢¥­­ë¥| ¡¥§ ¨­¤¥ªá®¢. �à¨ íâ®¬ áãé¥áâ¢¥­­ë¥
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¯®áâ®ï­­ë¥, ¨á¯®«ì§®¢ ­­ë¥ ¢ § ­ã¬¥à®¢ ­­®© ä®à¬ã«¥, ¨¬¥îâ â®â ¦¥ á¬ëá«, ª®â®àë© ¡ë« § -
«®¦¥­ ¢ ­¨å ¯¥à¢®­ ç «ì­®, â. ¥. ¢ § ­ã¬¥à®¢ ­­®© ä®à¬ã«¥. �¥áãé¥áâ¢¥­­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ ç áâ®
¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ®¤­¨¬¨ ¨ â¥¬¨ ¦¥ ¡ãª¢ ¬¨, ¨­®£¤  ®â¬¥ç ï, ®â ç¥£® ®­¨ § ¢¨áïâ. �á«®¢¨¬-
áï ¯à®¯¨á­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨, ç áâ® á ¨­¤¥ªá ¬¨, ®¡®§­ ç âì ®¯¥à â®àë, ¬ âà¨æë, ¯à®áâà ­áâ¢ ;
áâà®ç­ë¬¨, ç áâ® á ¨­¤¥ªá ¬¨ | ç¨á«®¢ë¥ ®¡ê¥ªâë; áâà®ç­ë¬¨ á ¨­¤¥ªá ¬¨, § ª«îç¥­­ë¬¨ ¢
áª®¡ª¨, ­ ¯à¨¬¥à, y(k); v(r;j) : : : | í«¥¬¥­âë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £¨«ì¡¥àâ®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢.

�á¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ £¨«ì¡¥àâ®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢  áç¨â îâáï á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬¨.

1. �á­®¢­ë¥ ¯®­ïâ¨ï

�¤­® ¨§ £« ¢­ëå | ¯®­ïâ¨¥ '-à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (7), (8). �ãâì ¥£® ª®­áâàã¨à®¢ ­¨ï ¯®¤áª § ­
¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«ìî (1), (2). �¬¥­­®, ¨á¯®«ì§ãï ¯®­ïâ¨¥ '-à¥è¥­¨ï, ã¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ®
¯à¨ ¨àà æ¨®­ «ì­®¬ c § ¤ ç  (1), (2) ª®àà¥ªâ­® à §à¥è¨¬ .

�ãáâì ' = f'(p); p 2 Ng | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â ª¨å ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª¨å äã­ªæ¨©, çâ®(
(@=@x)�'(p) 2 H(�) 8� 2 �; l'(p) = 0 8p 2 N

(P (x; @=@x) � �E)'(p) 2 H 8p 2 N
(1.1)

¨ ¨¬¥îé ï ¢ ­¥ª®â®à®¬ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H(0) ¡¨®àâ®£®­ «ì­ãî '� = f'�(p); p 2 Ng.
�®á«¥¤­ïï ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ , ¯®íâ®¬ã ­¨¦¥ '� | ä¨ªá¨à®¢ ­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì, ¡¨®àâ®£®­ «ì­ ï ¢ H(0) ª '. �®­ïâ­®, çâ® âà¥¡®¢ ­¨¥ ¡¨®àâ®£®­ «ì­®áâ¨  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨
ãª §ë¢ ¥â ­  â®, çâ® '(p) 2 H(0), '�(p) 2 H(0) 8p. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ L' «¨­¥©­ãî ®¡®«®çªã ¬­®¦¥-
áâ¢  ', ç¥à¥§ L'� | ¬­®¦¥áâ¢  '�. L' ¨ L'� | ç áâ¨ £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  H(0), ¯®íâ®¬ã
®¯à¥¤¥«¥­® áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ h e ; i0 í«¥¬¥­â®¢ e 2 L',  2 L'�.

�«£¥¡à ¨ç¥áª¨ á®¯àï¦¥­­®¥ ª L'� ¬­®¦¥áâ¢® ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ D 0' . � ¦¤ë© í«¥¬¥­â v 2
D 0' ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ äã­ªæ¨®­ «®¬, § ¤ ­­ë¬ ­  L'� . � ®â«¨ç¨¥ ®â í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢ 
D 0(
; �) í«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  D 0' ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì '-à á¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ª ¦¤®¥ '-
à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ v ¨¬¥¥â ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥ vp, p 2 N ¯® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ '�, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥
à ¢¥­áâ¢ ¬¨ vp = v('�(p)) | §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  v ­  äã­ªæ¨¨ '�(p). �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® '-
à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®«­®áâìî ¨ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâáï á¢®¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �ãàì¥.

� ¬¥ç ­¨¥ 1.1. �å¥¬  ¯®áâà®¥­¨ï D
0
' ¯®¢â®àï¥â áå¥¬ã ¯®áâà®¥­¨ï D

0(
; �), ¯à¨ íâ®¬
C+1
0 (
) § ¬¥­ï¥âáï ­  L'� ¨ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ á®¯àï¦¥­¨¥ | ­   «£¥¡à ¨ç¥áª®¥; ª ¦¤ë© ä®à-

¬ «ì­ë© àï¤
P
vp'(p) ¬®¦­® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á '-à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬, ¯®« £ ï�X

vp'(p)

�
( ) =

X
vph ;'(p)i0 8 2 L'�:

� ª®© ¡ë ­¨ ¡ë«  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ç¨á¥« fvp; p 2 Ng, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ '-à á¯à¥¤¥-
«¥­¨¥ v, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥ ª®â®à®£® ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ v('�(p)) = vp
8p 2 N .

� ¬­®¦¥áâ¢¥ D 0' ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ â®¯®«®£¨î, áç¨â ï v(j) ! v ¯à¨ j ! +1, ¥á«¨ (v(i))( ) !
v( ) ¯à¨ j ! +1 ¤«ï ª ¦¤®© äã­ªæ¨¨  2 L'�. �á¯®«ì§ãï ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥, «¥£ª® ¤®ª -
§ âì, çâ® á § ¤ ­­®© â®¯®«®£¨¥© D 0' | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (���).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.1. '-à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ u ­ §ë¢ ¥âáï '-à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (7), (8) («¨¡® ãà ¢­¥-
­¨ï (7) ), ¥á«¨ X

p2N

(P (x; @=@x) � �E)(up'(p)) = f(x); (1.2)

£¤¥ àï¤ áå®¤¨âáï ¢ H ¯® ­®à¬¥ ¨ up = u('�(p)); ­ å®¦¤¥­¨¥ '-à á¯à¥¤¥«¥­¨© u, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
(1.2), ­ §ë¢ ¥âáï '-§ ¤ ç¥© ¤«ï (7).

28



� ¬¥ç ­¨¥ 1.2. �¥è ï á¬¥è ­­ë¥ § ¤ ç¨ ¤«ï £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å ¨ ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨å ¤¨ää¥-
à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¬¥â®¤®¬ �ãàì¥ [7], ¬ë ä ªâ¨ç¥áª¨ ­ å®¤¨¬ '-à¥è¥­¨ï á® á¯¥æ¨ «ì­®
¯®áâà®¥­­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî '.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ P� ®¯¥à â®à, ¯®à®¦¤¥­­ë© '-§ ¤ ç¥© ¤«ï (7). �£® ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï Dp�

®¡ê¥¤¨­ï¥â â¥ ¨ â®«ìª® â¥ '-à á¯à¥¤¥«¥­¨ï v, ¤«ï ª®â®àëå ¢ H ¯® ­®à¬¥ áå®¤ïâáï àï¤ëX
p2N

(P (x; @=@x) � �E)(vp'(p)):

�ã¬¬  ¯®á«¥¤­¥£® àï¤  ¥áâì à¥§ã«ìâ â ¤¥©áâ¢¨ï ®¯¥à â®à  P� ­  í«¥¬¥­â¥ v, â. ¥. P�v.
� ª ª ª ®¯¥à â®à P� ¤¥©áâ¢ã¥â ¨§ ��� D

0
' ¢ ��� H, â® ¬®¦­® ¢¥áâ¨ à¥çì ® ª®àà¥ªâ­®©

à §à¥è¨¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  P�. � ¯®¬­¨¬, çâ® ®¯¥à â®à A, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ ��� J1 ¢ ��� J2,
­ §ë¢ ¥âáï ª®àà¥ªâ­® à §à¥è¨¬ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® g 2 J2 ãà ¢­¥­¨¥ Ah = g ¨¬¥¥â ¥¤¨­-
áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ hg 2 J1, ¨ ®­® ­¥¯à¥àë¢­® § ¢¨á¨â ®â g.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.2. �á«¨ ®¯¥à â®à P� ª®àà¥ªâ­® à §à¥è¨¬, â® §­ ç¥­¨¥ � ­ §ë¢ ¥âáï à¥£ã-
«ïà­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ®¯¥à â®à  P�. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ­¥à¥£ã«ïà­ëå §­ ç¥­¨© ­ §ë¢ ¥âáï á¯¥ªâà®¬
'-§ ¤ ç¨ ¤«ï (7); ¥á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ P�v = 0 ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢®¥ à¥è¥­¨¥, â® ç¨á«® � ­ §ë¢ ¥âáï á®¡-
áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ '-§ ¤ ç¨ ¤«ï (7); ç áâì á¯¥ªâà , á®áâ®ïé ï ¨§ ¢á¥å á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨©,
­ §ë¢ ¥âáï â®ç¥ç­ë¬ á¯¥ªâà®¬.

�® á¨å ¯®à ¬ë ­¨ç¥£® ­¥ £®¢®à¨«¨ ® â®¬, ¢ ª ª®¬ á¬ëá«¥ ¯®­¨¬ ¥âáï à ¢¥­áâ¢® (1.2). �â®
á¤¥« ­® ­¥ á«ãç ©­®. � § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â á¬ëá«  à ¢¥­áâ¢  (1.2) â¥à¬¨­ '-à¥è¥­¨¥ ¯à¨­¨¬ ¥â
ª®­ªà¥â­®¥ á®¤¥à¦ ­¨¥. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ á¨âã æ¨¨.

C1. ' | ª®­¥ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ¨ à ¢¥­áâ¢® (1.2) ¯®­¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ � «¥àª¨­ ;
â®£¤  '-à¥è¥­¨¥ ¥áâì ­¥ çâ® ¨­®¥, ª ª ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7), (8), ¢ëç¨á«¥­­®¥ ¯®
¬¥â®¤ã � «¥àª¨­  [8];

C2. ' | ª®­¥ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ¨ à ¢¥­áâ¢® (1.2) ¯®­¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ ¬¨­¨¬ã¬ 
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® äã­ªæ¨®­ « , â®£¤  '-à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7), (8) ï¢«ï¥âáï ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ ª¢ -
§¨à¥è¥­¨¥¬, è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¬ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ­¥ª®àà¥ªâ­ëå § ¤ ç [8].

�áî¤ã áç¨â ¥¬, çâ® à ¢¥­áâ¢® ¢ (1.2) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ á¨«ì­®¬ á¬ëá«¥, â. ¥. ¢ë¯¨á ­­ë© ¢ (1.2)
àï¤ áå®¤¨âáï ª f(x) ¯® ­®à¬¥ ¯à®áâà ­áâ¢  H.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï '-à¥è¥­¨ï ¨ § ¬¥ç ­¨ï 1.1 á«¥¤ã¥â, çâ®, ­ å®¤ï '-à¥è¥­¨ï, ä ªâ¨ç¥áª¨
­ å®¤¨¬ àï¤ X

up'(p): (1.3)

�®£¤  àï¤ (1.3) ¤®áâ â®ç­® å®à®è® áå®¤¨âáï, ­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¢á¥å � 2 � ¢ H(�) ¯® ­®à¬¥ áå®¤ïâáï
àï¤ë

P
up(@=@x)�'(p), '-à¥è¥­¨¥ u ­ §ë¢ ¥¬ \ª« áá¨ç¥áª¨¬" à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (7), (8); ¥á«¨ àï¤

(1.3) à áå®¤¨âáï ¢ H, ®¤­ ª® ¥£® ¬®¦­® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ­¥ª®â®à®© ®¡®¡é¥­­®© äã­ªæ¨¥©, â®
'-à¥è¥­¨¥ ¬®¦­® ­ §¢ âì \®¡®¡é¥­­ë¬" à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (7), (8). �à¨ íâ®¬ á ¬® '-à¥è¥­¨¥
¬®¦¥â ­¥ ¡ëâì ­¨ ª« áá¨ç¥áª¨¬, ­¨ ®¡®¡é¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ ¢ ®¡ëç­®¬ ¯®­¨¬ ­¨¨. �â¬¥ç¥­­ ï
á¨âã æ¨ï â¨¯¨ç­  ¤«ï ¬­®£¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© á ®âª«®­ïîé¨¬¨áï  à£ã¬¥­â ¬¨.
� áâ¨ç­® ®¡ íâ®¬ ¡ë«® áª § ­® ¢® ¢¢¥¤¥­¨¨.

�ë¯¨è¥¬ ä®à¬ «ì­ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«¦­® ã¤®¢«¥â¢®àïâì '-à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (7) ¢
§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ® ª®­ªà¥â­®£® ¢¨¤  '.

C3. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ' ¨¬¥¥â ¢¨¤�
e(j) exp

�
2�ip

x� a

b � a

�
; j = 1; : : : ;m; p 2 Z

n

�
; (1.4)
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§¤¥áì ¨ ­¨¦¥ fe(1); : : : ; e(m)g | áâ ­¤ àâ­ë© ¥¤¨­¨ç­ë© ¡ §¨á ¢ Rm ¨

i2 = �1; z
x� a

b� a
= z1

x1 � a1
b1 � a1

+ � � �+ zn
xn � an
bn � an

;

â®£¤  ¯à¨ H = L2
m((a; b)), ¢ëç¨á«ïï '-à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (7), ­ å®¤¨¬ (b � a)-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¥

à¥è¥­¨ï, ¨­®£¤  â ª¨¥ à¥è¥­¨ï ­ §ë¢ îâáï à¥è¥­¨ï¬¨, § ¤ ­­ë¬¨ ­  (b� a)-â®à¥.

C4. �ãáâì dte | æ¥« ï ç áâì ç¨á«  t 2 R, [�] = �1 + � � �+ �n, � = max
�2�

l
[�]

2
� 1

m
, � | £à ­¨æ 

¬­®¦¥áâ¢  
, ¨ § ¤ ç 

��+1u = �u; x 2 
; (@=@x)�u
��
�
= 0 8� : [�] � �; (1.5)

¢ ª®â®à®© � | � ¯« á¨ ­, ¨¬¥¥â á¨áâ¥¬ã á®¡áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨© fy(p); p 2 Ng, ®¡à §ãîé¨å
®àâ®¡ §¨á ¢ L2

1(
) ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å C
�
1 (
), â®£¤  ¢ á«ãç ¥ H = L2

m(
) ¨

' = fe(j)y(p); j = 1; : : : ;m; p 2 Ng; (1.6)

¢ëç¨á«ïï '-à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (7), ä ªâ¨ç¥áª¨ ­ å®¤¨¬ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢­¥-
­¨ï (7).

C5. �ãáâì ¢ (1.5) � = 0 ¨ y(p) 2 C�
1 (
), p 2 N | á®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ § ¤ ç¨ (1.5), ®¡à §ãî-

é¨¥ ®àâ®¡ §¨á ¢ L2
1(
), â®£¤  ¢ á«ãç ¥ (1.6) ¨ H = L2

m(
), ¢ëç¨á«ïï '-à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (7),
­ å®¤¨¬ à¥è¥­¨ï â¨¯  �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (7), ¢ ç áâ­®¬ á«ãç ¥ 
 = (a; b) ¨¬¥¥¬

y(p) =
nY

j=1

sin
�
�pj

xj � aj
bj � aj

�
; p = (p1; : : : ; pn) 2 Z

n; pj � 1 8j:

C6. �ãáâì � | £à ­¨æ  
, ¢ â®çª å x 2 � (§  ¨áª«îç¥­¨¥¬ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  â®ç¥ª) áãé¥-
áâ¢ã¥â ­®à¬ «ì ~s, § ¤ ç 

�u = �u; x 2 
;
@u

@~s

���
�
= 0

¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ fy(p) 2 C�
1 (
)g, ®¡à §ãîé¨¥ ®àâ®¡ §¨á ¢ L2

1(
), â®£¤  ¢ á«ãç ¥
(1.6) ¨ H = L2

m(
), ¢ëç¨á«ïï '-à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (7), ­ å®¤¨¬ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ �¥©¬ ­  ¯à¨
� � f[�] � 2g, «¨¡® § ¤ ç¨ â¨¯  �¥©¬ ­  ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ �; ¥á«¨ 
 = (a; b), â®

y(p) =
nY

j=1

cos
�
�pj

xj � aa
bj � aj

�
; p = (p1; : : : ; pn) 2 Z

n; pj � 0 8j:

C7. �ãáâì H = L2
m(R

n ), ' = f'(p) 2 C�
m(R

n); p 2 Ng | ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¢ H, ¨
(P (x; @=@x) � �E)'(p) 2 H 8p, â®£¤ , ¢ëç¨á«ïï '-à¥è¥­¨ï ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (7), ­ å®¤¨¬ à¥è¥­¨ï
â ª ­ §ë¢ ¥¬®© § ¤ ç¨ ¢® ¢á¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.

C8. �á«¨ ' = fe(j)(x � x0)
 ; j = 1; : : : ;m, 
 ¯à®¡¥£ ¥â M ng, 
 = fjx � x0j < �g, â®, ­ å®-
¤ï '-à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (7), ¤«ï ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ àï¤ë (1.3) à ¢­®¬¥à­® áå®¤ïâáï ¢
ª ¦¤®¬ ª®¬¯ ªâ¥ ¨§ 
, ­ å®¤¨¬  ­ «¨â¨ç¥áª¨¥ ¢ 
 à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (7); ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï
 ­ «¨â¨ç¥áª¨å ¢ 
 = f0 < jx�x0j < �g à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨ï (7), ¨¬¥îé¨å ¯®«îá ¯®àï¤ª  � 2 M n ,
¤®áâ â®ç­® ­ ©â¨ â ª¨¥ '-à¥è¥­¨ï u ãà ¢­¥­¨ï (7) ¢ á«ãç ¥ ' = fe(j)(x � x0)
��; j = 1; : : : ;m,

 ¯à®¡¥£ ¥â M ng, ¤«ï ª®â®àëå àï¤ë

P
up(x� x0)�'(p) áå®¤ïâáï à ¢­®¬¥à­® ¢ ª ¦¤®¬ ª®¬¯ ªâ¥

¨§ fjx� x0j < �g.

C9. �á®¡¥­­® ã¤®¡­ë '-à¥è¥­¨ï â®£¤ , ª®£¤  ­¥®¡å®¤¨¬® à¥è¨âì á¬¥è ­­ãî § ¤ çã ¤«ï
(7); ¯ãáâì, ­ ¯à¨¬¥à, ' = fe(j) exp(ik1x1)'(k2;:::;kr)(x2; : : : ; xr) e'(kr+1;:::;kn)(xr+1; : : : ; xn)g, £¤¥ 'ek(ex),e'
(eek)(eex) | äã­ªæ¨¨, ¢ë¯¨á ­­ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ C4, C7, â®£¤ , ­ å®¤ï '-à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï

(7), ­ å®¤¨¬ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (7), 2�-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¥ ¯® x1, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ �¨-
à¨å«¥ ¯®  à£ã¬¥­â ¬ x2; : : : ; xr ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ L2

m(R
n�r ) ¯® xr+1; : : : ; xn.
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C10. �á«¨ ¯®«®¦¨âì ' = fexp(ik1t) sin(k2x); k1 = 0;�1; : : : ; k2 = 1; 2; : : : g, â® ®¡ê¥ªâ (3)
®ª ¦¥âáï '-à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1), (2).

2. �¯¥ªâà ®¯¥à â®à  P�

�áî¤ã ¢ ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ ' = fe(j)y(p); j = 1; : : : ;m; p 2 Ng | ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¢
H. � ç áâ­®áâ¨, íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® '� = '. �¥à¥§ Q ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì '-áâ æ¨®­ à­ë¥ ®¯¥à â®àë,
â. ¥. ®¯¥à â®àë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ à ¢¥­áâ¢ ¬¨

Qu =
X
k2N

q(k)uky(k); uk =

0B@uk;1...
uk;m

1CA ;
¢ ª®â®àëå q(�) | ç¨á«®¢ë¥ (m;m)-¬ âà¨æë ¨ uk;j = u(e(j)y(k) | ª®íää¨æ¨¥­â �ãàì¥ á ­®¬¥à®¬
(k; j) '-à á¯à¥¤¥«¥­¨ï u.

� ¤ «ì­¥©è¨å à ááã¦¤¥­¨ïå, ¥á«¨ ®á®¡® ­¥ ®£®¢®à¥­®, áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¢® ¢á¥¬
k 2 N , ®¡à â¨¬ë ¬ âà¨æë q(k) 8k 2 N .

�à ªâ¨ç¥áª¨ ¢® ¢á¥å ãâ¢¥à¦¤¥­¨ïå ¤ ­­®£® à §¤¥«  ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ®æ¥­ª¨

c1kQ k � c(N)k (N;x)k � kP� k � c2kQ k+ c(N)k (N;x)k; (2.1)

¢ ª®â®àëå c1 > 0, c2, c(N), N | ç¨á« , ­¥ § ¢¨áïé¨¥ ®â äã­ªæ¨©  2 L', h ; i, k � k | á¨¬¢®«ë
áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ ¯®à®¦¤¥­­®© ¨¬ ­®à¬ë ¢ H,  (N;x) =

P0  ky(k), ¯à¨ç¥¬ èâà¨å
ãª §ë¢ ¥â ­  â®, çâ® áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ¢á¥¬ k 2 N \ (jkj � N),  k | ¢¥ªâ®à-
áâ®«¡¥æ á ª®®à¤¨­ â ¬¨  k;j = h ; e(j)y(k)i. � âà¥âì¥© ç áâ¨ ã¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï
(2.1) ï¢«ïîâáï  ­ «®£ ¬¨  ¯à¨®à­ëå ®æ¥­®ª, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ àï¤  ª« áá¨ç¥áª¨å
§ ¤ ç ¤«ï â¨¯®¢ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©.

�¥à¥§ D 0'(N) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥å '-à á¯à¥¤¥«¥­¨© v, ¤«ï ª®â®àëå vk;j = 0,
j = 1; : : : ;m, k 2 N \ (jkj � N). � á¨«ã (2.1) ¯à¨ ¢á¥å v 2 D

0
'(N) \ DP� ¢ë¯®«­ïîâáï ®æ¥­ª¨

c1kQvk � kP�vk � c2kQvk:

�®« £ ï ¢ ­¨å Qv = h ¨ ãç¨âë¢ ï ¢§ ¨¬­ãî ®¤­®§­ ç­®áâì Q, ¯®«ãç¨¬

c1khk � kP�Q
�1hk � c2khk 8h 2 H \ D

0
'(N): (2.2)

�®-¯¥à¢ëå, ¨§ ®æ¥­®ª (2.2) «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡« áâì §­ ç¥­¨© ®¯¥à â®à  P� : (H \ D 0'(N) \
DP�)! H § ¬ª­ãâ , ¢®-¢â®àëå, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨©

fP�Q
�1(e(j)y(k)); j = 1; : : : ;m; k 2 N \ (jkj � N)g (2.3)

ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨§ H, ­ âï­ãâ®¬ ­  (2.3). � ª ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì

fP�Q
�1(e(j)y(k)); j = 1; : : : ;m; k 2 Ng (2.4)

®â«¨ç ¥âáï ®â (2.3) ­  ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® í«¥¬¥­â®¢, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

fP�Q
�1(e(j)y(k)); (k; j) 2 N

0g (2.5)

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (2.4), ï¢«ïîé ïáï ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨§ H, ­ âï­ãâ®¬ ­ 
(2.4). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡« áâì §­ ç¥­¨© ®¯¥à â®à  (P�Q�1),   §­ ç¨â ¨ P�, ï¢«ï¥âáï ¯®¤-
¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢ H, â. ¥. ®¯¥à â®à P� ­®à¬ «ì­® à §à¥è¨¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ­ 

�¥®à¥¬  2.1. �á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ®æ¥­ª¨ (2:1), â® ®¯¥à â®à P� ­®à¬ «ì­® à §à¥è¨¬.
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�®¤£®â®¢¨¬ â¥®à¥¬ã ® á¯¥ªâà¥ | æ¥­âà «ì­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ áâ âì¨. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áã-
é¥áâ¢ã¥â ®¯¥à â®à P+

�
, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ D 0' ¢ H ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© à ¢¥­áâ¢ ¬¨

P+

�
v =

X
P+

�
(vky(k)); (2.6)

hP�(e(j)y(k)); e(r)y(p)i = he(j)y(k); P
+

�
(e(r)y(p))i 8p; 8j; 8r; 8k: (2.7)

� ¯®¬­¨¬, çâ® h ; i | á¨¬¢®« áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢ H ¨ vk | ¢¥ªâ®à-áâ®«¡¥æ á ª®®à¤¨­ -
â ¬¨ vk;j = v(e(j)y(k)), j = 1; : : : ;m. �¯¥à â®à P+

�
¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ §¢ âì ä®à¬ «ì­® á®¯àï¦¥­­ë¬

ª P�. �«ï ®¯¥à â®à  Q ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â Q+, ¯à¨ç¥¬

Q+v =
X

(q(k))�vky(k) 8v 2 DQ+ ;

£¤¥ (q(k))� | ¬ âà¨æ , á®¯àï¦¥­­ ï ª ¬ âà¨æ¥ q(x).
�®¦¥â ®ª § âìáï, çâ® ¯à¨ ¢á¥å  2 L'

c+1 kQ
+ k � c(N)k (N;x)k � kP+

�
 k � c+2 kQ

+ k+ c(N)k (N;x)k; (2.8)

¨ ¯®áâ®ï­­ë¥ c+1 > 0, N , c(N) ­¥ § ¢¨áïâ ®â  . (�® ¯®¢®¤ã á®£« è¥­¨© ®¡ ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¯®áâ®-
ï­­ëå á¬. ª®­¥æ ¢¢¥¤¥­¨ï.)

�à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ®æ¥­®ª (2.1), (2.8) ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ®¯¥à â®à®¢ P�, Q, Q+, P+

�
á®¢¯ ¤ -

îâ. �¢¥¤¥¬ ­®¢ë¥ ®¯¥à â®àë

J1w =
X

P�Q
�1(wky(k)); (2.9)

J2v =
X

P+

�
(Q+)�1(vky(k)); (2.10)

¨ ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ¢ª«îç¥­¨©

(Q+)�1[P+

�
(e(j)y(k))] 2 H 8j; 8k; (2.11)

J3h =
X

(Q+)�1[P+

�
(hky(k))]: (2.12)

�à¨ íâ®¬ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï DJ� ®¯¥à â®à  J� ®¡ê¥¤¨­ï¥â ¢á¥ â¥ '-à á¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¤«ï ª®â®-
àëå ¢ H ­® ­®à¬¥ áå®¤¨âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¨§ ¢ë¯¨á ­­ëå ¢ (2.9), (2.10), (2.12) àï¤.

�¥¬¬  2.1. �á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ®æ¥­ª¨ (2:1) (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® (2:8)), â® J1 (á®®â¢¥âáâ¢¥­-
­® J2) ­¥¯à¥àë¢­® ®â®¡à ¦ ¥â H ¢ H.

�¥¬¬  2.2. �á«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (2:1), (2:8), (2:11), â® J3 � J�1 .

�®ª § â¥«ìáâ¢ . �¥¯à¥àë¢­®áâì J1 á«¥¤ã¥â ¨§ (2.2). �­ «®£¨ç­® ¯à®¢¥à¨¬ ­¥¯à¥àë¢­®áâì
J2. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¢ª«îç¥­¨¥ J3 � J�1 ®§­ ç ¥â DJ3 � DJ�

1
¨ J3 = J�1 ­  DJ�

1
. � «¥¬¬¥ 2.2, ª ª ¨

¢áî¤ã ­¨¦¥, J� | ®¯¥à â®à, á®¯àï¦¥­­ë© ª J : H ! H. �ç¨âë¢ ï (2.1), (2.8) ¨ à ¢¥­áâ¢ 

hJ1w; e(�)y(k)i =
X

wr;jhJ1(e(j)y(r)); e(�)y(k)i =

=
X

wr;jhe(j)y(r); (Q+)�1[P+

�
(e(�)y(k))]i = hw; (Q+)�1[P+

�
(e(�)y(k))]i;

á¯à ¢¥¤«¨¢ë¥ ¯à¨ ¢á¥å w 2 H, ¯®«ãç¨¬

J�1 (e(�)y(k)) = (Q+)�1[P+

�
(e(�)y(k))] 8�; 8k:

� ª ª ª ®¯¥à â®à J�1 ­¥¯à¥àë¢¥­, ¨¡® ®­ á®¯àï¦¥­ ª ­¥¯à¥àë¢­®¬ã ®¯¥à â®àã J1, â® ¢ á¨«ã
¯®á«¥¤­¨å à ¢¥­áâ¢

J�1 g =
X

gk;jJ
�
1 (e(j)y(k)) =

X
(Q+)�1[P+

�
(gky(k))];

¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤­¨¥ àï¤ë áå®¤ïâáï ¢ H ¯® ­®à¬¥. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à â®à  J3 ¨¬¥¥¬ g 2 DJ3 ¨
J3g = J�1 g.
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�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï '-áâ æ¨®­ à­®áâ¨ «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® á¯¥ªâà '-áâ æ¨®­ à­®£® ®¯¥à â®à  â®-
ç¥ç¥­. �â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥ ¨¬¥«® ¡ë ¬¥áâ , ¥á«¨ ¡ë ¬ë ®£à ­¨ç¨«¨áì \®¡®¡é¥­­ë¬¨" à¥è¥-
­¨ï¬¨. �®ïá­¨¬ áª § ­­®¥ ­  ¯à¨¬¥à¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ (1), (2), ¢¢¥¤ï ¢ ­¥¥ á¯¥ªâà «ì-
­ë© ¯ à ¬¥âà �. �«ï ­¥¥ §­ ç¥­¨¥ � = 0 ï¢«ï¥âáï ­¥á®¡áâ¢¥­­ë¬, ¥á«¨ c | ¨àà æ¨®­ «ì-
­®¥ ç¨á«®. �¤­ ª® � = 0 ­¥ ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬, ¥á«¨ c | ç¨á«® �¨ã¢¨««ï,
¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ®¡®¡é¥­­ë¥ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (1), (2). � ª« áá¥ ¦¥ '-à¥è¥­¨©, £¤¥
' = fexp(ik1t) sin(k2x); k1 2 Z; k2 = 1; 2; : : : g, §­ ç¥­¨¥ � = 0 ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­ë¬ ¤«ï (1), (2).

�â ª, ¯à¨à®¤  á¯¥ªâà  '-áâ æ¨®­ à­®£® ®¯¥à â®à  ¯®«­®áâìî ïá­ . �àã¤­¥¥ ¤¥«® ®¡áâ®¨â á
®¯¥à â®à ¬¨, ­¥ ï¢«ïîé¨¬¨áï '-áâ æ¨®­ à­ë¬¨. �â  âàã¤­®áâì á¢ï§ ­  ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® á â¥¬, çâ®
­¥®¡å®¤¨¬® ¤ âì ®â¢¥â ­  ¢®¯à®á: ª®£¤  ­¥á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­ë¬? �â¢¥â
­  ¢®¯à®á ¤ ¥â

�¥®à¥¬  2.2. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï (2:1), (2:8), (2:11) ¨ ¯à¨ ¢á¥å  2 L' ®æ¥­ª¨

k(P+

�
(Q+)�1 � (Q+)�1P+

�
) k � c3k k+ c(N)k (N;x)k; (2.13)

¢ ª®â®àëå c3 < c+1 =2, c(N), N | ¯®áâ®ï­­ë¥, ­¥ § ¢¨áïé¨¥ ®â  ; ¯ãáâì � | ­¥á®¡áâ¢¥­-

­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  P� ¨ � | ­¥á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  P+

�
. �®£¤  ®­¨ ï¢«ïîâáï

à¥£ã«ïà­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®¯¥à â®à®¢ P�, P
+

�
.

�¡áã¤¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï, ¨á¯®«ì§®¢ ­­ë¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 2.2.
�ë ã¦¥ ®â¬¥ç «¨, çâ® ®æ¥­ª¨ (2.1), (2.8) ï¢«ïîâáï  ­ «®£ ¬¨  ¯à¨®à­ëå ®æ¥­®ª, ¨á¯®«ì-

§ã¥¬ëå ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ àï¤  ª« áá¨ç¥áª¨å § ¤ ç ¤«ï â¨¯®¢ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©.
� ¬ ­¥¨§¢¥áâ­ë ¯à¨¬¥àë § ¤ ç á â®ç¥ç­ë¬¨ á¯¥ªâà ¬¨, ¤«ï ª®â®àëå ®æ¥­ª¨ (2.1), (2.8) ­¥
¢ë¯®«­¨«¨áì ¡ë.

\: : : áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à â®à P+

�
: : : ". �® ¬­®£¨å á«ãç ïå, ­ ¯à¨¬¥à, ª®£¤  C�(x) | ç¨á«®¢ë¥

¬ âà¨æë, ¤«ï ¥£® áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á«¥¤ã¥â ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® C�(x) 2 Cf�g
m;m(
) 8�, ¯à¨ç¥¬ C�(x)

¤®«¦­ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨ï¬, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¬ ¨áç¥§­®¢¥­¨¥ ¢­¥¨­â¥£à «ì­ëå ç«¥­®¢ ¯à¨
¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¨ ¯® ç áâï¬. �®¦¥â ¯®ª § âìáï, çâ® íâ® ¦¥áâª®¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¢®
¬­®£¨å á«ãç ïå ¥£® «¥£ª® ®¡®©â¨. �¬¥áâ® P (x; @=@x) à áá¬®âà¨¬ P ("; x; @=@x), ¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤­¨©
¢ë¡¥à¥¬ â ª, çâ®¡ë ¤«ï ®¯¥à â®à  P�("), ¯®à®¦¤¥­­®£® ¨¬, «¥£ª® áâà®¨«áï P+

�
(") ¨ ¯à¨ ¢á¥å

" > 0,  2 L' ¢ë¯®«­¨«¨áì ®æ¥­ª¨

k(P (x; @=@x) � P ("; x; @=@x)) k � "kP (x; @=@x) k:

� â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  íâ®£® ¬®¦­® ¤®¡¨âìáï, ¤®áâ â®ç­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤­ë¬
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬:

¥á«¨ � | ­¥á®¡áâ¢¥­­®¥ ¤«ï P� §­ ç¥­¨¥, â® � | à¥£ã«ïà­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¤«ï P� â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «®¬ " > 0 §­ ç¥­¨¥ � ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­ë¬ ¤«ï P�(").

\: : : ¢ë¯®«­ïîâáï ¢ª«îç¥­¨ï (2.11) : : : ". � ª ã¡¥¤¨¬áï ¢ âà¥âì¥© ç áâ¨, íâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥
ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨.

\: : : ¢ë¯®«­ïîâáï (2.13): : : ". �«ï '-áâ æ¨®­ à­ëå P� ®­¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¤ ¦¥ ¯à¨ c3 = 0,
¨¡® ¬®¦­® ¯®«®¦¨âì Q = P�, £¤¥ � | ­¥á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¤«ï P�; â®£¤  (P+

�
(Q+)�1 �

(Q+)�1P+

�
) = 0. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ âàã¤­® ¯à¥¤«®¦¨âì ãá«®¢¨ï, £ à ­â¨àãîé¨¥ (2.13). �¤­ ª®

¤«ï ª®­ªà¥â­ëå ', ª ª ã¡¥¤¨¬áï ¢ âà¥âì¥© ç áâ¨, ®æ¥­ª¨ (2.13) ¢ë¯®«­ïîâáï ¤®¢®«ì­® ç áâ®.
\: : : � | ­¥á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  P�, � | ­¥á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à 

P+

�
: : : ". �â® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®á« ¡¨âì ­¥«ì§ï. �à®áâ¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë â¨¯ 

P�'(k) = '(k�1), k = 1; 2; : : : , ã¡¥¦¤ îâ ¢ íâ®¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ ¯à¥¤«®¦¥­­®¬ ¯à¨¬¥à¥ Q = I
¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¢á¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï â¥®à¥¬ë 2.2, ªà®¬¥ æ¨â¨àã¥¬®£®. �¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ® � = 0
| ­¥ à¥£ã«ïà­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  P�.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2.2. � á¨«ã «¥¬¬ë 2.1 ®¯¥à â®à J1 ­¥¯à¥àë¢­® ®â®¡à ¦ ¥â H
¢ H. �ãáâì J1w = 0. �®« £ ï hk = (q(k))�1wk, ¯®«ãç¨¬ 0 =

P
J1[wky(k)] =

P
P�[hky(k)], ¯à¨ç¥¬
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àï¤ë áå®¤ïâáï ¢ H ¯® ­®à¬¥. �¤­ ª® � | ­¥á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  P�, ¯®íâ®¬ã bk =
wk = 0 8k. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ­®, çâ® J1 ­¥¯à¥àë¢­® ¨ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­® ®â®¡à ¦ ¥â H ¢
H. �®íâ®¬ã ®¡« áâì §­ ç¥­¨© á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à â®à  J�1 ¯«®â­  ¢ H. � á¨«ã «¥¬¬ë 2.2 ®¡« áâì
§­ ç¥­¨© J3 ¯«®â­  ¢ H. �ç¨âë¢ ï (2.8), (2.13), ¯®«ãç¨¬

kJ3 k � kJ2 k � k(J2 � J3) k � (c+1 � c3)k k � c(N)k (N;x)k: (2.14)

�§ (2.14) á«¥¤ã¥â DJ3 � H. �®á«¥¤­¥¥ ¢¬¥áâ¥ á ¢ª«îç¥­¨¥¬ J3 � J�1 ®§­ ç ¥â J3 = J�1 . �á«¨ ¡ë
¬ë §­ «¨, çâ® J3 («¨¡® J�1 ) ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç¥­, â® ­  íâ®¬ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë § ª®­ç¨âì ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. �¤­ ª® ­ ¬ ¨§¢¥áâ­® â®«ìª® â®, çâ® DJ3 � H, â. ¥. àï¤ë ¢ (2.12) áå®¤ïâáï ¢
H ¯® ­®à¬¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

P
jhkj

2 < +1. �®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨§
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

fh(k;j) � (Q+)�1[P+

�
(e(j)y(k))]; j = 1; : : : ;m; k 2 Ng (2.15)

¬®¦­® ¢ëª¨­ãâì ­¥ ¡®«¥¥ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  í«¥¬¥­â®¢ â ª, çâ® ®áâ ¢è ïáï

fh(k;j); (k; j) 2 fNg (2.16)

¡ã¤¥â ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨§ H, ­ âï­ãâ®¬ ­  (2.15). �®á«¥¤­¥¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®
á®¤¥à¦¨â ®¡« áâì §­ ç¥­¨© J3, ª®â®à ï, ª ª ¤®ª § ­® ¢ëè¥, ¯«®â­  ¢ H. �®íâ®¬ã ¯®¤¯à®áâà ­-
áâ¢® á®¢¯ ¤ ¥â á H, ¨ (2.16) | ¡ §¨á �¨áá  ¢ H. � á¨«ã (2.14)


X0 eak;jh(k;j)


 � (c+1 � c3)

�X0
jeak;j j2�1=2: (2.17)

�âà¨å ãª §ë¢ ¥â ­  â®, çâ® áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ¢á¥¬ k 2 N\(jkj � N) ¨ j = 1; : : : ;m.
�â ª, (2.16) | ¡ §¨á �¨áá  ¢ H ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (2.17). � íâ®¬ á«ãç ¥ ª ¦¤ ï !-­¥§ ¢¨á¨¬ ï

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ff(k;j)g, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ d < c+1 � c3 ãá«®¢¨ï¬


X0
bk;j(h(k;j) � f(k;j))




 � d
�X0

jbk;j j
2
�1=2

< +1;

â ª¦¥ ¡ã¤¥â ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ H. �â® ¨§¢¥áâ­®¥ ¢ â¥®à¨¨ ¡ §¨á®¢ �¨áá  ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥£ª® ¤®-
ª §ë¢ ¥¬®. !-­¥§ ¢¨á¨¬®áâì ff(k;j)g ®§­ ç ¥â, çâ® ¨§ áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ H ¯® ­®à¬¥ ª ­ã«î àï¤ P
vk;jf(k;j) á«¥¤ã¥â vk;j = 0 8k; j. �¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

ff(k;j) � P+

�
(Q+)�1(e(j)y(k)); (k; j) 2 fNg (2.18)

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯®á«¥¤­¨¬ ãá«®¢¨ï¬. �à¨ íâ®¬, çâ®¡ë ¨§¡¥¦ âì £à®¬®§¤ª¨å § ¯¨á¥©, áç¨â ¥¬,
çâ® ¢ (2.13) c(N) = 0. � ª ª ª � | ­¥á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¤«ï P+

�
¨ Q+ '-áâ æ¨®­ à¥­, â®

(2.18) !-­¥§ ¢¨á¨¬ . � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢ á¨«ã (2.13) ¨¬¥¥¬


X0
bk;j(h(k;j) � f(k;j))




 = 


X0
bk;j((Q+)�1P+

�
� P+

�
(Q+)�1)(e(j)y(k))




 � c3
�X0

jbk;j j
2
�1=2

;

¯à¨ç¥¬ c3 < c+1 � c3, ¨¡® c3 < c+1 =2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ­®, çâ® (2.18) | ¡ §¨á �¨áá  ¢
H. �¤­ ª® (2.18) ï¢«ï¥âáï ç áâìî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ff(k;j); k 2 N ; j = 1; : : : ;mg, ¯à¨ç¥¬
¯®á«¥¤­ïï á ¬  !-­¥§ ¢¨á¨¬ . �®íâ®¬ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

fP+

�
(Q+)�1(e(j)y(k)); k 2 N ; j = 1; : : : ;mg (2.19)

| ¡ §¨á �¨áá  ¢ H, â. ¥. � | à¥£ã«ïà­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  P+

�
.

� ª ª ª fN = fk 2 N ; j = 1; : : : ;mg, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (2.15) | â ª¦¥ ¡ §¨á �¨áá  ¢ H.
� íâ®¬ á«ãç ¥ ¡¨®àâ®£®­ «ì­ ï ª (2.15) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fh�(k;j); k 2 N ; j = 1; : : : ;mg â ª¦¥
ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ H. � á¨«ã ¡¨®àâ®£®­ «ì­®áâ¨ ¤¢ãå ¯®á«¥¤­¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¨
®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®áâ¨ ' ¨¬¥¥¬

hJ3(e(j)y(k)); h�(p;�)i = hJ�1 (e(j)y(k)); h
�
(p;�)i = hh(k;j); h

�
(p;�)i = he(j)y(k); e(�)y(p)i = he(j)y(k); J�3h

�
(p;�)i:
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�âáî¤  á«¥¤ã¥â J�3h
�
(p;�) = e(�)y(p). � ­¥¥ ¡ë«® ¤®ª § ­®, çâ® J3 = J�1 . �®íâ®¬ã J

�
3 = J1, J1h�(p;�) =

e(�)y(p), â. ¥. ®¡« áâì §­ ç¥­¨© ®¯¥à â®à  J1 ¯«®â­  ¢ H, ¨ ®¯¥à â®à J1 ¢§ ¨¬­® ­¥¯à¥àë¢¥­.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­ ®â®¡à ¦ ¥â H ­  H. � ç áâ­®áâ¨, áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ç¨á«  ak;j , çâ®

f(x) =
X
k;j

ak;jP�Q
�1(e(j)y(k)) �

X
P�(bky(k)); bk = (q(k))�1ak; ak =

0B@ak;1...
ak;m

1CA ;
¨ àï¤ áå®¤¨âáï ¢ H ­® ­®à¬¥. � íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® § ¤ ç  (1), (2) ¨¬¥¥â '-à¥è¥­¨¥ ¤«ï ª ¦¤®©
f(x). � ª ª ª ®¯¥à â®à J1 ¨¬¥¥â ­¥¯à¥àë¢­ë© ®¡à â­ë©, â®�X

jak;j j
2
�1=2

=
�X

jq(k)bkj2
�1=2

� kJ1k kf(x)k;

â. ¥. '-à¥è¥­¨¥ ­¥¯à¥àë¢­® § ¢¨á¨â ®â f(x), ¨ � | à¥£ã«ïà­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  P�.

� ¬¥ç ­¨¥ 2.1. �á«¨ § ¤ ç  (1), (2) ¨¬¥¥â '-à¥è¥­¨¥ ¨ eQ | '-áâ æ¨®­ à­ë©, ¢§ ¨¬­®
®¤­®§­ ç­ë© ®¯¥à â®à, â® ãà ¢­¥­¨¥ [(P (x; @=@x) � �E) eQ]w = f(x) ¨¬¥¥â '-à¥è¥­¨¥. �á«¨ ¡ë
¬ë ®£à ­¨ç¨«¨áì ®¡®¡é¥­­ë¬¨ à¥è¥­¨ï¬¨, â® ¯®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡ë«® ¡ë ®è¨¡®ç­ë¬.
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