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� à ¡®â¥ ¨§ãç îâáï ­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢   «£¥¡à  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ . �â¨  «£¥¡àë ï¢«ïîâáï
ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬  «£¥¡à «¨¥¢áª®£® â¨¯ , ª®â®àë¥ ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢ [1], [2]. �à¨¢¥¤¥¬ íâ® ®¯à¥-
¤¥«¥­¨¥. �ãáâì G | ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï £àã¯¯ , B | G-£à ¤ã¨à®¢ ­­ ï  «£¥¡à  ­ ¤ ¯®«¥¬ k, â. ¥.
B = �

�2T
B�, T � G, jT j < 1, ¯à¨ç¥¬ B�B� � B�+�, ª®£¤  � + � 2 T ¨ B�B� = 0 ¢ ¯à®â¨¢­®¬

á«ãç ¥. �®¢®àïâ, çâ® B |  «£¥¡à  «¨¥¢áª®£® â¨¯ , ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå �; �; 
 2 T áãé¥áâ¢ãîâ â -
ª¨¥ í«¥¬¥­âë �; � 2 k, � 6= 0, çâ® ¯à¨ «î¡ëå a 2 B�, b 2 B�, c 2 B
 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨¥
(ab)c = �a(bc) + �b(ac).

�á«¨ � = �(�; �; 
) = 0 ¯à¨ «î¡ëå �; �; 
 2 T , â®  «£¥¡àã B ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®
­ §¢ âì  «£¥¡à®©  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ . �ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì íâ®â â¥à¬¨­ ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥© à¥¤ ªæ¨¨.
� ¨¬¥­­®, ¯ãáâì G| ¯®«ã£àã¯¯ , B | G-£à ¤ã¨à®¢ ­­ ï  «£¥¡à  ­ ¤ ¯®«¥¬ k, â. ¥. B = �

�2T
B�,

T � G, jT j < 1, ¯à¨ç¥¬ B�B� � B��, ª®£¤  �� 2 T ¨ B�B� = 0 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥. �ã¤¥¬
£®¢®à¨âì, çâ® B |  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ , ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå �; �; 
 2 T áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©
í«¥¬¥­â � 2 k, � 6= 0, çâ® ¯à¨ «î¡ëå � 2 B�, b 2 B�, c 2 B
 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨¥ (ab)c =
�a(bc).

�â¬¥â¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨¬¥àë  «£¥¡à ­ ¤ Z, ï¢«ïîé¨¥áï  «£¥¡à ¬¨  áá®æ¨ â¨¢­®£®
â¨¯ , ¯à¨ç¥¬ à¥¤ãªæ¨ï ¢ å à ªâ¥à¨áâ¨ªã p á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ª®¬¬ãâ â®à­®©  «£¥¡àë ¤ ¥â ¬®-
¤ã«ïà­ãî  «£¥¡àã �¨. � áá¬®âà¨¬ ®¤¨­ ¨§ â ª¨å ¯à¨¬¥à®¢.

� ª ç¥áâ¢¥ ¯®«ã£àã¯¯ë ¢®§ì¬¥¬ ¬­®¦¥áâ¢®G = f(�; i), � = (�1; : : : ; �n), �j 2 Fp, i = 1; : : : ; ng,
£¤¥ Fp | ¯à®áâ®¥ ¯®«¥, á ®¯¥à æ¨¥© ã¬­®¦¥­¨ï (�; i)(�; j) = (�+ � � �i; j), �i = (0; : : : ; 1

i
; : : : ; 0).

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ B á¢®¡®¤­ë© Z-¬®¤ã«ì á ¡ §¨á®¬ e(�; i), (�; i) 2 G, �à¥¢à â¨¬ ¥£® ¢  «£¥¡àã
­ ¤ Z, ¯®« £ ï

e(�; i)e(�; j) = �ie(�+ � � �i; j);

£¤¥ �i 2 Z, 1 � �i � p, �i1Fp = �i. �®£¤  BQ = Q

Z
B|G-£à ¤ã¨à®¢ ­­ ï  «£¥¡à BQ = �

(�;i)2G
BQ�;i,

BQ�;i = Q 

Z
B�;i, B�;i = Ze(�; i) ­ ¤ ¯®«¥¬ Q  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ , â. ª.�

e(�; i)e(�; j)
�
e(
; k) = �e(�; i)

�
e(�; j)e(
; k)

�
;

£¤¥ � = �i=�i + 
i � �i;j .
� áá¬®âà¨¬ ª®¬¬ãâ â®à­ãî  «£¥¡àã BL, ï¢«ïîéãîáï á¢®¡®¤­ë¬ Z-¬®¤ã«¥¬ B á ã¬­®¦¥­¨-

¥¬ [b1; b2] = b1b2 � b2b1, b1; b2 2 B. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ¡ §¨á­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¨¬¥¥¬

[e(�; i); e(�; j)] = �ie(�+ � � �i; j) � �je(� + � � �j ; i):

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® Fp 

Z
BL

�= Wn, £¤¥ Wn | ®¡é ï  «£¥¡à  ª àâ ­®¢áª®£® â¨¯ , á®áâ®ïé ï

¨§ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢
nP
i=1

fi@i, £¤¥ fi ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª®«ìæã áà¥§ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢

On = k[x1; : : : ; xn]=hx
p
i � 1; i = 1; : : : ; ni,   @i ï¢«ïîâáï ¯à®¤®«¦¥­¨ï¬¨ ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå @

@xi

ª®«ìæ  ¬­®£®ç«¥­®¢ ­  ä ªâ®à-ª®«ìæ® On. �ª § ­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢¨¥¬
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¬¥¦¤ã ¡ §¨á­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ 1Fp 
 e(�; i) 2 Fp 

Z
BL ¨ x�@i 2 Wn, £¤¥ x� = x�11 : : : x�nn , �i 2 Z,

0 � �i � p� 1, xi | ®¡à §ãîé¨¥ ä ªâ®à-ª®«ìæ  On.
�ãáâì A |  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ [a1; : : : ; am] ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ í«¥¬¥­-

â®¢ a1; : : : ; am ¢ § ¤ ­­®¬ ¯®àï¤ª¥ ¯à¨ ­¥ª®â®à®© à ááâ ­®¢ª¥ áª®¡®ª. �á¯®«ì§ãï à ááã¦¤¥­¨ï,
 ­ «®£¨ç­ë¥ â¥¬, á ¯®¬®éìî ª®â®àëå ¤«ï  áá®æ¨ â¨¢­ëå  «£¥¡à ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® «î¡®¥ ¯à®-
¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥ § ¢¨á¨â ®â á¯®á®¡  à ááâ ­®¢ª¨ ¢ ­¥¬ áª®¡®ª, «¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® «î¡ë¥ ¤¢ 
¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï [x1; : : : ; xm]1 ¨ [x1; : : : ; xm]2 ®¤­®à®¤­ëå í«¥¬¥­â®¢ xi 2 A, i = 1; : : : ;m, ®â«¨ç îâáï
­¥­ã«¥¢ë¬ ¬­®¦¨â¥«¥¬ ¨§ k. (�«¥¬¥­â ­ §ë¢ ¥¬ ®¤­®à®¤­ë¬, ¥á«¨ ®­ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®¤­®¬ã ¨§
¯à®áâà ­áâ¢ G-£à ¤ã¨à®¢ª¨.)

� áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¢®¯à®áë, á¢ï§ ­­ë¥ á ãá«®¢¨¥¬ ­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨  «£¥¡à  áá®æ¨ -
â¨¢­®£® â¨¯ . �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®¤ «£¥¡à  B  «£¥¡àë  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ®â­®á¨â¥«ì-

­® ­¨«ì¯®â¥­â­ , ¥á«¨ B[n] = 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­ âãà «ì­®£® n, £¤¥ B[n] = [B; : : : ; B| {z }
n

] =

n P
i1;:::;in

�i1;:::;in [bi1 ; : : : ; bin ], �i1;:::;in 2 k
o
¨ ¢á¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï [bi1 ; : : : ; bin ] ¨¬¥îâ ®¤­ã ¨ âã ¦¥ à á-

áâ ­®¢ªã áª®¡®ª.
�®¤ «£¥¡àã B ­ §®¢¥¬ ®¤­®à®¤­®©, ¥á«¨ B = �

�2T
B�, £¤¥ B� = B \ A�. �«ï ®¤­®à®¤­®©

¯®¤ «£¥¡àë ¯à¨¢¥¤¥­­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨ ­¥ § ¢¨á¨â ®â à ááâ ­®¢ª¨ áª®¡®ª. �¥©-
áâ¢¨â¥«ì­®, «î¡®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ [b1; : : : ; bt], bk 2 B, k = 1; : : : ; t, ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥©
í«¥¬¥­â®¢ [bk1;1; : : : ; bkt;t], £¤¥ bkj ;j | ®¤­®à®¤­ ï ª®¬¯®­¥­â  í«¥¬¥­â  bj . �á«¨ ¯à¨ ª ª®©-«¨¡®
à ááâ ­®¢ª¥ áª®¡®ª ¢á¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï à ¢­ë ­ã«î, â® ¢ á¨«ã ®â¬¥ç¥­­®£® ¢ëè¥ ¢á¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï
®¤­®à®¤­ëå í«¥¬¥­â®¢  «£¥¡àë B ¨§ t ¬­®¦¨â¥«¥© ¯à¨ «î¡®© à ááâ ­®¢ª¥ áª®¡®ª â ª¦¥ à ¢­ë
­ã«î. �®íâ®¬ã ¥á«¨ B[n] = 0 ¯à¨ ®¤­®© à ááâ ­®¢ª¥ áª®¡®ª, â® B[n]1 = 0 ¯à¨ «î¡®© ¤àã£®©
à ááâ ­®¢ª¥. � íâ®¬ á«ãç ¥ â¥à¬¨­ \®â­®á¨â¥«ì­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­®áâì" § ¬¥­¨¬ ­  â¥à¬¨­
\­¨«ì¯®â¥­â­®áâì".

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �ã¬¬  ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ®¤­®à®¤­ëå «¥¢ëå ­¨«ì¯®â¥­â­ëå ¨¤¥ «®¢  «£¥-

¡àë  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ¥áâì ®¤­®à®¤­ë© «¥¢ë© ­¨«ì¯®â¥­â­ë© ¨¤¥ «.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Ni, i = 1; : : : ; k, | «¥¢ë¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ­¨«ì¯®â¥­â­ë¥ ¨¤¥ «ë. �ç¥-

¢¨¤­®, N =
kP
i=1

Ni | ®¤­®à®¤­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ «. �£® ­¨«ì¯®â¥­â­®áâì ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì ¤«ï

á«ãç ï k = 2. �¡é¨© á«ãç © ¯®«ãç ¥âáï â®£¤  ¯à®áâ®© ¨­¤ãªæ¨¥©.
�â ª, ¯ãáâì N

[s]
1 = 0, N [r]

2 = 0. �®ª ¦¥¬, çâ® (N1 + N2)[s+r] = 0. �ãáâì [ni1 ; : : : ; nis+r ] |
¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¤­®à®¤­ëå í«¥¬¥­â®¢ nik , ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¯à¨­ ¤«¥¦¨â «¨¡® N1, «¨¡® N2.
� «î¡®¬ â ª®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ ª®«¨ç¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ t1 ¨§ N1 ­¥ ¬¥­ìè¥, ç¥¬ s, «¨¡® ª®«¨ç¥áâ¢®
í«¥¬¥­â®¢ t2 ¨§ N2 ­¥ ¬¥­ìè¥, ç¥¬ r. �ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ t1 � s. �®£¤  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥
¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ «¨èì ¬­®¦¨â¥«¥¬ ¨§ k ®â«¨ç ¥âáï ®â ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

[(La1 : : : Lak1�1
nk1); (Lb1 : : : Lbk2�1

nk2); : : : ; (Lc1 : : : Lckm�1
nkm)];

£¤¥ nk1 ; : : : ; nkm 2 N1, m � s, ai; bj ; : : : ; cq 2 N2, Lx | ®¯¥à â®à «¥¢®£® ã¬­®¦¥­¨ï. �®£¤  ¯à®-
¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ ª ¦¤®© áª®¡ª¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â N1,   ¨â®£®¢®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â N

[m]
1 . � ª

ª ª m � s, â® N [m]
1 = 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, [ni1 ; : : : ; nis+r ] = 0.

�«ï  «£¥¡à  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®  ­ «®£ â¥®à¥¬ë �¥¤¤¥à¡¥à­  ® â®¬, çâ® ­¨«ì¯®-
â¥­â­®áâì ª®­¥ç­®¬¥à­®©  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­¨«ì¯®â¥­â­®áâìî ¥¥ í«¥¬¥­â®¢.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® í«¥¬¥­â a 2 A ­¨«ì¯®â¥­â¥­, ¥á«¨ a[n] = 0, £¤¥ a[n] = [a; : : : ; a] ¯à¨ ­¥ª®-
â®à®© à ááâ ­®¢ª¥ áª®¡®ª. �á«¨ a| ®¤­®à®¤­ë© í«¥¬¥­â, â® ¨§ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¢ëè¥ § ¬¥ç ­¨ï ®
â®¬, çâ® a[n] ¨ a[n]1 ®â«¨ç îâáï «¨èì ­¥­ã«¥¢ë¬ ¬­®¦¨â¥«¥¬ ¨§ k á«¥¤ã¥â, çâ® ­¨«ì¯®â¥­â­®áâì
a ­¥ § ¢¨á¨â ®â á¯®á®¡  à ááâ ­®¢ª¨ áª®¡®ª ¢ [a; : : : ; a].

�¥®à¥¬  1. �ãáâì A | ª®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ . �á«¨ ª ¦¤ë© ®¤­®-

à®¤­ë© í«¥¬¥­â ¨§ A ­¨«ì¯®â¥­â¥­, â® A ­¨«ì¯®â¥­â­ .
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ã¥¬ ¨­¤ãªæ¨î ¯® à §¬¥à­®áâ¨  «£¥¡àë A. �á«¨ dimA = 1, â. ¥.
A = ka, â® a2 = �a, � 2 k. � ª ª ª í«¥¬¥­â a ®ç¥¢¨¤­® ®¤­®à®¤¥­, â® ¨§ ãá«®¢¨ï a[n] = 0 ¢ëâ¥ª ¥â
� = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, A2 = 0, â. ¥. A ­¨«ì¯®â¥­â­ .

� áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© á«ãç ©. �á«¨ A2 $ A, â. ¥. dimA2 < dimA, â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨
áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ­ âãà «ì­®¥ n, çâ® (A2)[n] = 0. �® â®£¤  A[2n] = 0.

�á«¨ A2 = A, â® ¢ë¡¥à¥¬ ¡ §¨á a1; : : : ; am ¨§ ®¤­®à®¤­ëå í«¥¬¥­â®¢  «£¥¡àë A. � ª ª ª

A2 =
n mP
i;j=1

�ijaiaj , �ij 2 k

�
, â® A2 =

mP
j=1

Aaj . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ­®¬¥à j, çâ®

Aaj = A. �®£¤  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® 
 2 G ­ ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥­â x 2 A
 , çâ® xaj = aj . �âáî¤ 

aj = xaj = x(xaj) = �x2aj ; � 2 k:

�®¢â®àïï íâã ¯à®æ¥¤ãàã, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® aj = �nx
[n]aj . � ª

ª ª x[n] = 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® n, â® aj = 0. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ í«¥¬¥­â®¢
a1; : : : ; am.

�­ ç¨â, Aaj $ A ¤«ï «î¡®£® ­®¬¥à  j. � ¦¤®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® Aaj ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ ®¤-
­®à®¤­ë¬ ¨¤¥ «®¬ ¢ A. �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¨, ¯®«ãç¨¬, çâ® ª ¦¤ë© «¥¢ë© ®¤-
­®à®¤­ë© ¨¤¥ « Aaj ­¨«ì¯®â¥­â¥­. �®£¤  ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 á«¥¤ã¥â, çâ® A | ­¨«ì¯®â¥­â­ ï
 «£¥¡à .

� â¥®à¨¨ ª®­¥ç­®¬¥à­ëå  áá®æ¨ â¨¢­ëå  «£¥¡à ­ ¤ ¯®«¥¬ ­ã«¥¢®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ k ¨¬¥-
¥âáï ªà¨â¥à¨© ­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨  «£¥¡àë ¢ â¥à¬¨­ å äã­ªæ¨¨ á«¥¤ , ¯à¨­¨¬ îé¥© §­ ç¥­¨ï ¢
k. �«ï ª®­¥ç­®¬¥à­ëå  «£¥¡à  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ­ ¤ ¯®«¥¬ ­ã«¥¢®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¨¬¥¥â
¬¥áâ®  ­ «®£¨ç­ë© ªà¨â¥à¨© ¢ â¥à¬¨­ å äã­ªæ¨¨ á«¥¤  á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ª®«ìæ¥ ¬­®£®ç«¥­®¢
k[x].

�ãáâì k[x] | ª®«ìæ® ¬­®£®ç«¥­®¢ ­ ¤ ¯®«¥¬ k ®â ¯¥à¥¬¥­­®© x. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S : a !
S(a) 2 k[x] «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥  «£¥¡àë A ¢ k[x], § ¤ ¢ ¥¬®¥ ¯à ¢¨«®¬ S(a) = tr(XLa), £¤¥ La

| ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  «¥¢®£® ã¬­®¦¥­¨ï ¤«ï í«¥¬¥­â  a, ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥, á®£« á®¢ ­­®¬ á

£à ¤ã¨à®¢ª®©  «£¥¡àë A,   X =

24X1 0
X2

. . .
0 Xr

35 | ¡«®ç­®-¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ , £¤¥ Xi = xiEi,

Ei | ¥¤¨­¨ç­ ï ¬ âà¨æ , à §¬¥à ª®â®à®© à ¢¥­ dimA�i , f�1; : : : ; �rg = T � G.
�á«¨ L0a | ¬ âà¨æ  í«¥¬¥­â  a ¢ ¤àã£®¬ ¡ §¨á¥, á®£« á®¢ ­­®¬ á £à ¤ã¨à®¢ª®©  «£¥-

¡àë A, â® ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  M ®â ®¤­®£® ¡ §¨á  ª ¤àã£®¬ã ¨¬¥¥â ¡«®ç­®-¤¨ £®­ «ì­ë© ¢¨¤

M =

24M1 0
M2

. . .
0 Mr

35, ¯à¨ç¥¬ à §¬¥à ª ¦¤®© ¬ âà¨æë Mi à ¢¥­ dimA�i . �®íâ®¬ã XM =MX ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­®, tr(XL0a) = tr(XM�1LaM) = tr(XLa).
� á«ãç ¥ ª®£¤  í«¥¬¥­â a ®¤­®à®¤­ë©, ¥£® ¬ âà¨æ  La ¢ ¡ §¨á¥, á®£« á®¢ ­­®¬ á £à ¤ã¨à®¢-

ª®©, ¨¬¥¥â ¢¨¤ (Lij(a)), i; j = 1; : : : ; r, £¤¥ Lij(a) | ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  La ¢ ®£à ­¨ç¥­¨¨ ­  A�j

á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ A�i . �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® j ª®«¨ç¥áâ¢® ­¥­ã«¥¢ëå ¡«®ª®¢ Lij(a) ­¥
¡®«ìè¥ ®¤­®£®.

�¥®à¥¬  2. �®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à  A  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ­ ¤ ¯®«¥¬ k ­ã«¥¢®© å à ªâ¥-

à¨áâ¨ª¨ ­¨«ì¯®â¥­â­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  S(A) = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A ­¨«ì¯®â¥­â­ . �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ®¤­®à®¤­®£® í«¥¬¥­â  a áãé¥-
áâ¢ã¥â â ª®¥ ­ âãà «ì­®¥ n, çâ® a[n] = 0, â. ¥. Ln

a = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®¤­®-

à®¤­ëå í«¥¬¥­â®¢ a; b 2 A Lab = �LaLb, £¤¥ � =

"
�1 0

.. .
0 �r

#
| ¡«®ç­®-¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ ,

¯à¨ç¥¬ �i = �iEi, �i 2 k, �i 6= 0, Ei | ¥¤¨­¨ç­ ï ¬ âà¨æ , à §¬¥à ª®â®à®© à ¢¥­ dimA�i .
�âáî¤  ¯® ¨­¤ãªæ¨¨ «¥£ª® ¯®«ãç¨âì, çâ® La1La2 : : : Lam = e�L(((a1a2)::: )am), £¤¥ e� | ¬ âà¨æ ,
 ­ «®£¨ç­ ï ¬ âà¨æ¥ �. � ç áâ­®áâ¨, Lm

a = e�La[m] .
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�á«¨ Lii(a) | ­¥­ã«¥¢®© i-© ¤¨ £®­ «ì­ë© ¡«®ª ¢ ¬ âà¨æ¥ La, â® ¨§ áâà®¥­¨ï ¬ âà¨æë La

(á¬. § ¬¥ç ­¨¥ ¯¥à¥¤ â¥®à¥¬®©) á«¥¤ã¥â, çâ® i-© ¤¨ £®­ «ì­ë© ¡«®ª ¬ âà¨æë Ln
a ¥áâì L

n
ii(a). �§

­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨ ¬ âà¨æë La ­¥¬¥¤«¥­­® ¯®«ãç ¥¬ ­¨«ì¯®â¥­â­®áâì ¬ âà¨æë Lii(a). � ç áâ­®-

áâ¨, trLii(a) = 0. �®íâ®¬ã S(A) =
rP

i=1
xi trLii(a) = 0. � ª ª ª íâ® á®®â­®è¥­¨¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï

«î¡®£® ®¤­®à®¤­®£® í«¥¬¥­â  a 2 A, â® S(A) = 0.
�¡à â­®, ¯ãáâì S(A) = 0. �®£¤  S(a[m]) = 0 ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® m. �® S(a[m]) =

tr(XLa[m]) =
rP
i=1

xi trLii(a[m]). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, trLii(a[m]) = 0, i = 1; : : : ; r. � ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ë-

è¥, ¤«ï ®¤­®à®¤­®£® í«¥¬¥­â  a ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥ (La)m = �La[m] , £¤¥ � =

"
�1 0

. . .
0 �r

#
,

�k = �kEk, �k 6= 0. �®íâ®¬ã tr(La)m =
rP
i=1

�i trLii(a[m]) = 0. �á«¨ á«¥¤ «î¡®© áâ¥¯¥­¨ «¨­¥©­®£®

®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­ ¤ ¯®«¥¬ ­ã«¥¢®© å à ªâ¥-
à¨áâ¨ª¨, à ¢¥­ ­ã«î, â® íâ®â ®¯¥à â®à ­¨«ì¯®â¥­â¥­. �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬, çâ® «î¡®© ®¤­®à®¤­ë©
í«¥¬¥­â  «£¥¡àë A ­¨«ì¯®â¥­â¥­. �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 1  «£¥¡à  A ­¨«ì¯®â¥­â­ .

�§ ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨  «£¥¡àë A ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 «¥£ª® ¢ëâ¥ª ¥â

�¥®à¥¬  3. � ª®­¥ç­®¬¥à­®©  «£¥¡à¥ A  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¨¡®«ìè¨© ®¤-

­®à®¤­ë© ­¨«ì¯®â¥­â­ë© ¨¤¥ « N , ¯à¨ç¥¬ ä ªâ®à- «£¥¡à  A=N ­¥ á®¤¥à¦¨â ®¤­®à®¤­ëå

­¨«ì¯®â¥­â­ëå ¨¤¥ «®¢.

�â®â ä ªâ ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¥¥

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. � ¨¡®«ìè¨© ¤¢ãáâ®à®­­¨© ®¤­®à®¤­ë© ­¨«ì¯®â¥­â­ë© ¨¤¥ «  «£¥¡àë A
 áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¤­®à®¤­ë¬ à ¤¨ª «®¬ íâ®©  «£¥¡àë ¨ ®¡®§­ ç âì Rq(A).

� ¬¥ç ­¨¥. �¤­®à®¤­ë© à ¤¨ª « Rq(A) ª®­¥ç­®¬¥à­®©  «£¥¡àë  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  A
á®¢¯ ¤ ¥â á áã¬¬®© ¢á¥å ®¤­®à®¤­ëå «¥¢ëå (¯à ¢ëå) ­¨«ì¯®â¥­â­ëå ¨¤¥ «®¢.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ á¨«ã ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨  «£¥¡àë A áã¬¬ã N ¢á¥å ®¤­®à®¤­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢
¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª ª®­¥ç­ãî áã¬¬ã «¥¢ëå ®¤­®à®¤­ëå ­¨«ì¯®â¥­â­ëå ¨¤¥ «®¢. �®£¤  ¢
á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 N ­¨«ì¯®â¥­â­ .

�á«¨ I, J , K | ®¤­®à®¤­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ A, â® (IJ)K = I(JK). � ç áâ­®áâ¨, «î¡ë¥ ¤¢ 
¯à®áâà ­áâ¢  I [m] ¨ I [m]1 á®¢¯ ¤ îâ, ¨ ¨å ¬®¦­® ®¡®§­ ç¨âì Im. � áá¬®âà¨¬ «¥¢ë© ®¤­®à®¤­ë©
¨¤¥ « NA. � á¨«ã ãá«®¢¨ï (NA)m = N(AN)m�1A � NmA ¯®«ãç ¥¬ ­¨«ì¯®â¥­â­®áâì ¨¤¥ « 
NA. �­ ç¨â, NA � N , â. ¥. N | ¤¢ãáâ®à®­­¨© ­¨«ì¯®â¥­â­ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ «. �® ®¯à¥¤¥-
«¥­¨î à ¤¨ª «  ¨¬¥¥¬ N � Rq. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨¤¥ «  N ¢ë¯®«­ï¥âáï
®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥ Rq � N . �â ª, N = Rq.

�«ï ®¯¨á ­¨ï áâàãªâãàë ª®­¥ç­®¬¥à­®©  «£¥¡àë  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  á ­ã«¥¢ë¬ ®¤­®à®¤-
­ë¬ à ¤¨ª «®¬ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥å­¨ª®© ¨¤¥¬¯®â¥­â®¢. � ª ¨ ¢ á«ãç ¥  áá®æ¨ â¨¢­ëå  «£¥¡à,
í«¥¬¥­â e 6= 0  «£¥¡àë  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  A ­ §®¢¥¬ ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¬, ¥á«¨ e2 = e.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �ãáâì A | ª®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ . �®£¤  «î¡®©

«¥¢ë© (¯à ¢ë©) ®¤­®à®¤­ë© ­¨«ì¯®â¥­â­ë© ¨¤¥ « I á®¤¥à¦¨â ¨¤¥¬¯®â¥­â.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ã¥¬ ¨­¤ãªæ¨î ¯® dimk I. �á«¨ dimk I = 1, â® I = I�, � 2 T ,
I� = I \A�. �ãáâì I = kx. �®£¤  x �x = �x ¨ � 6= 0, â. ª. I ­¥­¨«ì¯®â¥­â¥­. �®íâ®¬ã ®¤­®à®¤­ë©
í«¥¬¥­â x = ��1x ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î x2 = x.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® I2 $ I. � ª ª ª I ­¥­¨«ì¯®â¥­â¥­, â® ¨¤¥ « I2 â ª¦¥ ­¥­¨«ì¯®â¥­â¥­, ¨
¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨¤¥¬¯®â¥­â e 2 I2 � I.

�ãáâì I2 = I. �ë¡¥à¥¬ ¡ §¨á x1; : : : ; xm ¢ I = �
�
I�, I� = I \ A�, á®£« á®¢ ­­ë© á £à ¤ã¨-

à®¢ª®© ¨¤¥ «  I. �®£¤ , ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1, ¨¬¥¥¬ I =
mP
j=1

Ixj . �á¥ «¥¢ë¥ ¨¤¥ «ë
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Ixj ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ­¨«ì¯®â¥­â­ë¬¨, â. ª. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 ¨¤¥ « I â ª¦¥
¡ã¤¥â ­¨«ì¯®â¥­â­ë¬. �ãáâì Ixs | ­¥­ã«¥¢®© ­¥­¨«ì¯®â¥­â­ë© ¨¤¥ « ¤«ï ­¥ª®â®à®£® s. �á«¨
Ixs $ I, â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ¢ Ixs áãé¥áâ¢ã¥â ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥¬¯®â¥­â. � áá¬®-
âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  Ixs = I. �®£¤  í«¥¬¥­â xs ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬: ¥á«¨ y 2 I ¨ yxs = 0, â®
y = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢®§ì¬¥¬ ¡ §¨á ¨¤¥ «  I, ¢ ª®â®à®¬ ¯¥à¢ë© ¡ §¨á­ë© í«¥¬¥­â ¥áâì y.
�®£¤  I = hy; y2; : : : ; ymi,   Ixs = hy2xs; : : : ; ymxsi 6= I. �§ à ¢¥­áâ¢  Ixs = I ¢ëâ¥ª ¥â áãé¥-
áâ¢®¢ ­¨¥ â ª®£® ®¤­®à®¤­®£® í«¥¬¥­â  z 2 I, çâ® zxs = xs. �¬­®¦ ï íâ® à ¢¥­áâ¢® ­  z, ¨¬¥¥¬
z(zxs) = zxs. �® z(zxs) = �z2xs, � 6= 0, � 2 k, â. ¥. (�z2�z)xs = 0. � á¨«ã ¯à¥¤ë¤ãé¥£® § ¬¥ç ­¨ï
�z2 � z = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, í«¥¬¥­â z = �z | ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥¬¯®â¥­â.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ­¥­ã«¥¢®© «¥¢ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ « L, ­¥ á®¤¥à¦ é¨© ­¨ª ª¨å «¥¢ëå ®¤­®-
à®¤­ëå ¨¤¥ «®¢  «£¥¡àë A, ªà®¬¥ O ¨ L, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ «¥¢ë¬ ®¤­®à®¤­ë¬
¨¤¥ «®¬  «£¥¡àë A  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. � ¦¤ë© ­¥­¨«ì¯®â¥­â­ë© ¬¨­¨¬ «ì­ë© ®¤­®à®¤­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « L  «-

£¥¡àë  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  A ¯®à®¦¤ ¥âáï ®¤­®à®¤­ë¬ ¨¤¥¬¯®â¥­â®¬ ¨ ¢ë¤¥«ï¥âáï ¯àï¬ë¬

á« £ ¥¬ë¬ ¢ «î¡®¬ «¥¢®¬ ¨¤¥ «¥, á®¤¥à¦ é¥¬ L.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¨¤¥ « L ­¥­¨«ì¯®â¥­â¥­, â® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2 ®­ á®¤¥à¦¨â
®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥¬¯®â¥­â e. �®£¤  Ae | ­ã«¥¢®© «¥¢ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ «, á®¤¥à¦ é¨©áï ¢ L.
�­ ç¨â, L = Ae.

� ª ª ª A = �
�2T

A�, â® L = �
�2T

A�e. �ãáâì L� = A�e, â®£¤  L� = fx 2 A�, xe = ��x,

�� 2 k, �� 6= 0g. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, «î¡®© í«¥¬¥­â y 2 L� ¨¬¥¥â ¢¨¤ a�e, a� 2 A�. �®íâ®¬ã
ye = (a�e)e = ��a�e

2 = ��a�e = ��y, £¤¥ �� 6= 0 ¨ ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤«ï ¢á¥å y 2 L�.
�¡®§­ ç¨¬ L0 = �

�2T
L0�, £¤¥ L

0
� = fx 2 A�, x = ��a� � a�e, a� 2 A�g. �®£¤  L0� = fx 2 A�,

xe = 0g. �ç¥¢¨¤­®, L0 | «¥¢ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ « ¢ A ¨ L \ L0 = 0, â. ª. L� \ L
0
� = 0. � ¦¤ë©

í«¥¬¥­â x� 2 A� ¨¬¥¥â ¢¨¤ x� = ��1
� x�e+(x����1

� x�e). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, A =
P
�2T

(L��L
0
�) = L�L0.

�á«¨ â¥¯¥àì I | «¥¢ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ « A, á®¤¥à¦ é¨© L, â® I = L� (L0 \ I).

�¥®à¥¬  4. �ãáâì A | ª®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ . �á«¨ RqA = 0, â®
A ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®© ¯àï¬®© áã¬¬®© ¬¨­¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ®¤­®à®¤­ëå ¨¤¥ «®¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì I | ¬¨­¨¬ «ì­ë© «¥¢ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ « ¢ A. � ª ª ª RqA = 0,
â® I ­¥­¨«ì¯®â¥­â¥­. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à §«®¦¥­¨¥ A = I1 � I 01, £¤¥ I 01 |
­¥ª®â®àë© «¥¢ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ «,   I1 = I. �á«¨ I 01 6= 0, â® ®­ á®¤¥à¦¨â ¬¨­¨¬ «ì­ë©
®¤­®à®¤­ë© «¥¢ë© ­¥­¨«ì¯®â¥­â­ë© ¨¤¥ « I2 â ª®©, çâ® I 01 = I2 � I 02, £¤¥ I2 | ­¥ª®â®àë©
«¥¢ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ «. �®«ãç ¥¬ áâà®£® ã¡ë¢ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨¤¥ «®¢ A � I 01 �
I 02 � � � � . � á¨«ã ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨ A áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ­®¬¥à m, çâ® I 0m = 0. � à¥§ã«ìâ â¥ ¨¬¥¥¬
A = I1�I2�� � ��Im | à §«®¦¥­¨¥  «£¥¡àë A ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¬¨­¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ®¤­®à®¤­ëå
¨¤¥ «®¢.

�«ï ¤ «ì­¥©è¥£® ®¯¨á ­¨ï áâàãªâãàë  «£¥¡à  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  á ­ã«¥¢ë¬ ®¤­®à®¤­ë¬
à ¤¨ª «®¬ ¨á¯®«ì§ã¥¬ ï§ëª ¬®¤ã«¥©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �ãáâì G | ¯®«ã£àã¯¯ ,   M | G-¬­®¦¥áâ¢®. �á«¨ B = �
�2T

B�, T � G,

jT j <1|  «£¥¡à  ­ ¤ ¯®«¥¬ k, V = �

2S

V
 , S �M , jSj <1| «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬

k, â® «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : B ! Endk(V ) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬  áá®æ¨ â¨¢­®£®
â¨¯   «£¥¡àë B ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V , ¥á«¨

1) ¤«ï � 2 T , 
 2 S : f(B�)V
 � V�
 ¯à¨ �
 2 S, «¨¡® f(B�)V
 = 0 ¯à¨ �
 =2 S;
2) ¤«ï �; � 2 T , 
 2 S : f(b�b�)v
 = ��;�;
f(b�)f(b�)v
 , ª®£¤  b� 2 B�, b� 2 B�, v
 2 V
 ,  

��;�;
 2 k ¨ ��;�;
 6= 0.
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� íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì B-¬®¤ã«¥¬  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ ,   á®®â­®-
è¥­¨ï 1) ¨ 2) § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥

10) B�V
 � V�
 , ¥á«¨ �
 2 S, B�V
 = 0, ¥á«¨ �
 =2 S;
20) (b�b�)v
 = ��;�;
b�(b�v
) ¤«ï «î¡ëå �; � 2 T , 
 2 S.

�á«¨ M = G, V = B,   f(b) = Lb | ®¯¥à â®à «¥¢®£® ã¬­®¦¥­¨ï ¤«ï b 2 B, â® B ¡ã¤¥â
 «£¥¡à®©  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ . �«¨, à áá¬ âà¨¢ ï  «£¥¡àã  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  B ª ª ¬®¤ã«ì
­ ¤ á ¬®© á®¡®©, ­ §®¢¥¬ ¥£® «¥¢ë¬ à¥£ã«ïà­ë¬ B-¬®¤ã«¥¬ ¨ ®¡®§­ ç¨¬ BB.

�®¤¯à®áâà ­áâ¢® U = �
�2S

U�, U� = U \ V� ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì B-¯®¤¬®¤ã«¥¬ ¬®¤ã«ï V , ¥á«¨ U

ï¢«ï¥âáï B-¬®¤ã«¥¬ ¢ á¬ëá«¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. B-¬®¤ã«ì V  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ¢¯®«­¥ ¯à¨¢®¤¨¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£®
B-¯®¤¬®¤ã«ï  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  W áãé¥áâ¢ã¥â B-¯®¤¬®¤ã«ì  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  U â ª®©,
çâ® V =W � U .

�á¯®«ì§ãï áâ ­¤ àâ­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï, «¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® íâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ à ¢­®á¨«ì­® à §-
«®¦¥­¨î B-¬®¤ã«ï  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¯®¤¬®¤ã«¥©  áá®æ¨ -
â¨¢­®£® â¨¯ .1 � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬¨­¨¬ «ì­ë¥ «¥¢ë¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ¨¤¥ «ë ¢  «£¥¡à¥  áá®æ¨ â¨¢-
­®£® â¨¯  A | íâ® ¢ â®ç­®áâ¨ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¯®¤¬®¤ã«¨ «¥¢®£® à¥£ã«ïà­®£® A-¬®¤ã«ï  áá®æ¨ -
â¨¢­®£® â¨¯  AA.

�¥à¥ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã 4 ¢ â¥à¬¨­ å «¥¢®£® à¥£ã«ïà­®£® ¬®¤ã«ï.

�¥®à¥¬  40. �ãáâì A | ª®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ . �á«¨ RqA = 0, â®
«¥¢ë© à¥£ã«ïà­ë© A-¬®¤ã«ì AA ¢¯®«­¥ ¯à¨¢®¤¨¬.

�ãáâì G | ¯®«ã£àã¯¯ , M ¨ M 0 | ¤¢  G-¬­®¦¥áâ¢ , � : M ! M 0 | G-®â®¡à ¦¥­¨¥. �á«¨
V = �


2S
V
 , S � M , jSj < 1 ¨ V 0 = �


02S0
V
0 , S0 � M 0, jS0j < 1 | ¤¢  A-¬®¤ã«ï  áá®æ¨ â¨¢­®£®

â¨¯  ­ ¤  «£¥¡à®©  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  A = �
�2T

A�, T � G, jT j < 1, â® «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

'� : V ! V 0 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì qA-£®¬®¬®àä¨§¬®¬ A-¬®¤ã«ï V ¢ A-¬®¤ã«ì V 0, ¥á«¨

1) �(S) � S0 ¨ ¤«ï «î¡®£® 
 2 S : '�(V
) � V 0
�
;

2) ¤«ï «î¡ëå � 2 T , � 2 S áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ­¥­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ��;� 2 k, çâ® '�(ax) =
��;�a'�(x), ª®£¤  a 2 A�, x 2 V�.

�á«¨ '� | ¡¨¥ªæ¨ï, â® '� | qA-¨§®¬®àä¨§¬ A-¬®¤ã«¥©  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ .
�á«¨ à áá¬ âà¨¢ âì «¥¢ë¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ¨¤¥ «ë  «£¥¡àë A  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ª ª A-¬®¤ã-

«¨, â® ãá«®¢¨¥ qA-¨§®¬®àä­®áâ¨ ¤«ï ¬¨­¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ®¤­®à®¤­ëå ¨¤¥ «®¢ ¢ë£«ï¤¨â â®ç­®
â ª ¦¥, ª ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥ ¢ á«ãç ¥  áá®æ¨ â¨¢­ëå  «£¥¡à.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �¨­¨¬ «ì­ë¥ «¥¢ë¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ¨¤¥ «ë I ¨ I 0 qA-¨§®¬®àä­ë â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®¤­®à®¤­ë© í«¥¬¥­â a0 2 A â ª®©, çâ® I 0 = Ia0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ I 0 = Ia0, a0 | ®¤­®à®¤­ë© í«¥¬¥­â ¨§ A, â® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ x ! xa0,
x 2 I ï¢«ï¥âáï qA-¨§®¬®àä¨§¬®¬. � ®¡®à®â, ¯ãáâì ' | qA-¨§®¬®àä¨§¬ I ­  I 0. �á«¨ I = Ae,
£¤¥ e 2 I� = I \ A� | ¯®à®¦¤ îé¨© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥¬¯®â¥­â ¨¤¥ «  I, â® ®¡®§­ ç¨¬ '(e)
ç¥à¥§ a0. �®£¤  '(xe) = �x'(e), £¤¥ � = ��;� 2 k, � 6= 0, ª®£¤  x 2 I� = I \ A�. � ª ¡ë«®
®â¬¥ç¥­® ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3, I� = fx 2 A�, xe = ��x, �� 6= 0, �� 2 kg. �®íâ®¬ã
'(x) = '(��1

� xe) = ��1
� �x'(e) = �xa0, � 6= 0, � 2 k, x 2 I�, â. ¥. '(I) = Ia0 = I 0.

�«¥¤áâ¢¨¥. �¢  ¬¨­¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ®¤­®à®¤­ëå ¨¤¥ «  I ¨ I 0 qA-¨§®¬®àä­ë â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  II 0 = I 0.

1�¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¬®¤ã«ì  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  | íâ® ¬®¤ã«ì, ­¥ á®¤¥à¦ é¨© ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ¯®¤¬®¤ã-

«¥©  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ .
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�®áâ â®ç­® § ¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® ®¤­®à®¤­®£® í«¥¬¥­â  a0 2 I 0 «¨¡® Ia0 = 0, «¨¡®
Ia0 = I 0.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �«£¥¡àã  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ­ §®¢¥¬ ®¤­®à®¤­® ¯à®áâ®©, ¥á«¨ ®­  ­¥ á®-
¤¥à¦¨â ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ®¤­®à®¤­ëå ¤¢ãáâ®à®­­¨å ¨¤¥ «®¢.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì A | ª®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ , ¯à¨ç¥¬ RqA = 0.

�®£¤  A =
m

�
i=1

Ai, £¤¥ Ai | ®¤­®à®¤­® ¯à®áâ ï  «£¥¡à  ¨ ¤¢ãáâ®à®­­¨© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ «  «£¥-

¡àë A. �à®¬¥ â®£®, Ai ¥áâì áã¬¬  ¬¨­¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ®¤­®à®¤­ëå ¨¤¥ «®¢, qA-¨§®¬®àä­ëå
¬¥¦¤ã á®¡®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ®á­®¢ ­® ­  ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ ¢ëè¥ á«¥¤áâ¢¨¨ ¨ ¯®íâ®¬ã ¯®«­®áâìî
¯®¢â®àï¥â à ááã¦¤¥­¨ï ¤«ï  áá®æ¨ â¨¢­ëå  «£¥¡à (­ ¯à., [3]).

�ãáâì G | ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®«ã£àã¯¯ , â. ¥. ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ �; � 2 G
«¨¡® � < �, «¨¡® � = �, «¨¡® � > �. �à¨ç¥¬ ¥á«¨ � < �, â® 
� < 
� ¨ �
 < �
, 
 2 G. �«¥-
¬¥­âë �1; : : : ; �r, á®áâ ¢«ïîé¨¥ ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® T � G, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬¨ ¢
á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¨å ­®¬¥à ¬¨: �1 < �2 < � � � < �r. �¡®§­ ç¨¬ A(i) = �

�j��i

A�j , A
(i) = A(i)=A(i+1),

i = 1; : : : ; r, A(r+1) = 0. �®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢® grA =
r

�
i=1

A(i) ­ §®¢¥¬  áá®æ¨¨à®¢ ­­®© £à ¤ã¨à®¢ ­-

­®©  «£¥¡à®© ¤«ï  «£¥¡àë A, ¯à¨ç¥¬ ã¬­®¦¥­¨¥ ¢ grA ®¯à¥¤¥«¥­® ¯® ä®à¬ã«¥

(a�i +A(i+1))(a�j +A(j+1)) = a�ia�j +A(k);

£¤¥ a�i 2 A�i , a�j 2 A�j ,   k | ­®¬¥à í«¥¬¥­â  �, á«¥¤ãîé¥£® §  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ �i�j .
�á«¨ I | («¥¢ë©, ¯à ¢ë©, ¤¢ãáâ®à®­­¨©) ¨¤¥ « ¢ A, â® gr I | («¥¢ë©, ¯à ¢ë©, ¤¢ãáâ®à®­­¨©)

¨¤¥ « ¢ grA, £¤¥ gr I =
r

�
k=1

I(k), I(k) = I(k)=I(k+1), I(k) = I \A(k).

� ª ª ª grA �= A, â® ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® gr I, ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬®¥ á ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Igr,
­ âï­ãâ®¬ ­  ¬« ¤è¨¥ ç«¥­ë ¨¤¥ «  I, ï¢«ï¥âáï ®¤­®à®¤­ë¬ ¨¤¥ «®¬ ¢ A, ¯à¨ç¥¬ dimk Igr =
dimk I.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5. �«£¥¡à  A  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ¯®«ã¯à®áâ , ¥á«¨ ®­  ­¥ ¨¬¥¥â ­¥âà¨¢¨-
 «ì­ëå ­¨«ì¯®â¥­â­ëå ¤¢ãáâ®à®­­¨å ¨¤¥ «®¢, ¨ ¯à®áâ , ¥á«¨ ®­  ­¥ ¨¬¥¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå
¤¢ãáâ®à®­­¨å ¨¤¥ «®¢.

�á«¨ ¯®«ã£àã¯¯  G, ¢å®¤ïé ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥  «£¥¡àë A  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ , ¢¯®«­¥ ã¯®àï-
¤®ç¥­ , â® ¯®«ã¯à®áâ®â   «£¥¡àë A à ¢­®á¨«ì­  â®¬ã, çâ® RqA = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ á¨«ã ¯à¥-
¤ë¤ãé¨å ¯®áâà®¥­¨© ­ «¨ç¨¥ ­¥âà¨¢¨ «ì­®£® ­¨«ì¯®â¥­â­®£® ¤¢ãáâ®à®­­¥£® ¨¤¥ «  ¢  «£¥¡à¥
 áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  A ¯à¨¢®¤¨â ª áãé¥áâ¢®¢ ­¨î ­¥âà¨¢¨ «ì­®£® ®¤­®à®¤­®£® ­¨«ì¯®â¥­â­®-
£® ¤¢ãáâ®à®­­¥£® ¨¤¥ «  ¢ A. �§ íâ¨å ¦¥ á®®¡à ¦¥­¨© (¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¯®«­®© ã¯®àï¤®ç¥­­®áâ¨
¯®«ã£àã¯¯ë G) á«¥¤ã¥â, çâ® ®¤­®à®¤­® ¯à®áâ ï  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®©.

�â¨ § ¬¥ç ­¨ï ¯®§¢®«ïîâ ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì â¥®à¥¬ã 5 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�¥®à¥¬  50. �ãáâì A | ª®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ , ¯à¨ç¥¬ ¯®«ã£àã¯¯ 

G ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­ . �á«¨ A ¯®«ã¯à®áâ , â® A =
m

�
i=1

Ai, £¤¥ Ai | ¯à®áâ ï  «£¥¡à  ¨ ¤¢ãáâ®-

à®­­¨© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ «  «£¥¡àë A.

�«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ®¯à¥¤¥«¥­­ ï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¯à®áâë¬¨  «£¥-
¡à ¬¨  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ¨ ¯à®áâë¬¨  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨  «£¥¡à ¬¨.

� áá¬®âà¨¬  «£¥¡àã �¨ââ  W1. �â® ¯à®áâ ï  «£¥¡à  �¨, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­ ¤ ¯à®áâë¬ ¯®«¥¬
Fp á ¡ §¨á®¬ e0; e1; : : : ; ep�1 ¨ â ¡«¨æ¥© ã¬­®¦¥­¨ï [ei; ej ] = (j � i)ei+j , i; j 2 Fp.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ B á¢®¡®¤­ë© Z-¬®¤ã«ì á ¡ §¨á®¬ bi, i 2 Fp. �à¥¢à â¨¬ B ¢  «£¥¡àã ­ ¤ Z,
¯®« £ ï bibj = jbi+j , j 2 Z, 1 � j � p, j � 1Fp = j. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® Fp 


Z
BL

�= W1, £¤¥ BL |

ª®¬¬ãâ â®à­ ï  «£¥¡à  ¤«ï B, â. ¥. BL = fb 2 B, [b; b0] = bb0 � b0b, b; b0 2 Bg.
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�«£¥¡à  bBQ = Q 

Z
B ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®©  «£¥¡à®©  áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ­ ¤ Q . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

£à ¤ã¨à®¢ª  ¢  «£¥¡à¥ bB ®¯à¥¤¥«ï¥âáï £àã¯¯®© F+
p (£àã¯¯  ¯®«ï Fp ¯® á«®¦¥­¨î). � ¦¤®¥

¯à®áâà ­áâ¢® £à ¤ã¨à®¢ª¨ bBi, i 2 Fp, ®¤­®¬¥à­® ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á Q 

Z
Zbi. �ãáâì bbi = 1Q


Z
bi. �®£¤ 

(bbibbj)bbk = �ijkbbi(bbjbbk), ¥á«¨ �ijk = j=j + k.

�à®¢¥à¨¬ ¯à®áâ®âã  «£¥¡àë bB. �á«¨ I | ­¥­ã«¥¢®© ¤¢ãáâ®à®­­¨© ¨¤¥ « ¢ bB, â® I = Q 

Z
I1,

£¤¥ I1 | ¤¢ãáâ®à®­­¨© ¨¤¥ « ¢ B, ¯à¨ç¥¬ I1 6� 0 (mod pB). �®£¤  I1 | ¨¤¥ « ¢ ª®¬¬ãâ â®à­®©
 «£¥¡à¥ BL á ãª § ­­ë¬ ¢ëè¥ ãá«®¢¨¥¬. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, Fp 


Z
I1 | ­¥­ã«¥¢®© ¨¤¥ « ¢ W1, çâ®

¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à®áâ®â¥  «£¥¡àë �¨ââ .
�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ L( bB) ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ EndQ( bB), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ®¯¥à â®à®¢ «¥¢ëå ã¬­®-

¦¥­¨© ­  í«¥¬¥­âë bB,   A = Ass(L( bB)) |  áá®æ¨ â¨¢­ ï ¯®¤ «£¥¡à  ¢ EndQ( bB), ¯®à®-
¦¤¥­­ ï ¯à®áâà ­áâ¢®¬ L( bB). �«£¥¡à  bB ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬ A-¬®¤ã«¥¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì-

­®, ¯ãáâì V | ­¥âà¨¢¨ «ì­ë© A-¯®¤¬®¤ã«ì ¢ bB. �á«¨ v =
p�1P
i=0

�ibbi � 0 (modV ), v 6= 0, â®

Lk

b̂0
v =

p�1P
i=0

ik�ibbi � 0 (modV ), k = 1; : : : ; p� 1. � ª ª ª ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì

����������

1 1 1 : : : 1
p 1 2 : : : p� 1
p2 12 22 : : : (p� 1)2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
pp�1 1p�1 2p�1 : : : (p� 1)p�1

����������
­¥ à ¢¥­ ­ã«î, â® �ibbi 2 V ¤«ï «î¡®£® i = 0; 1; : : : ; p � 1. �§ ­¥âà¨¢¨ «ì­®áâ¨ v á«¥¤ã¥â, çâ®
�j 6= 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® j, â. ¥. bbj 2 V . � ª®­¥æ ¨§ ä®à¬ã«ë bbibbj = j bbi+j ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢á¥ bbi 2 V .
�® «¥¬¬¥ �ãà  ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® EndA( bB) | â¥«®.

�à®¢¥à¨¬, çâ® EndA( bB) = QE, E | â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ®¯¥à â®à. �ãáâì X 2 EndA( bB). �®£¤ 
¨§ ãá«®¢¨ï [X;Lb̂0

] = 0 á«¥¤ã¥â, çâ® X =
p�1P
i=0

xiiEii. (�¤¥áì Eij | ¬ âà¨ç­ë¥ ¥¤¨­¨æë,   ­ã¬¥à -

æ¨ï áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢ á®£« á®¢ ­  á ­ã¬¥à æ¨¥© ¡ §¨á­ëå í«¥¬¥­â®¢ bbi, i = 0; 1; : : : ; p � 1.) �§
á®®â­®è¥­¨ï [X;Lb̂1

] = 0 ¯®«ãç ¥¬ x00 = x11 = � � � = xp�1;p�1, â. ¥. X = qE, q 2 Q .

�® â¥®à¥¬¥ �¥¤¤¥à¡¥à­  [4] ¨¬¥¥¬ A = EndQ( bB). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ D =

("
�1 0

. ..
0 �p

#
; �i 2 Q

)
¯®¤ «£¥¡àã ¤¨ £®­ «ì­ëå ¬ âà¨æ ¢  «£¥¡à¥ ¢á¥å ¬ âà¨æ Mp ¯®àï¤ª  p, ª®â®àãî ¡ã¤¥¬ ®â®-
¦¤¥áâ¢«ïâì á EndQ( bB). �®®â­®è¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¥ â®â ä ªâ, çâ®  «£¥¡à  bB ¥áâì  «£¥¡à   á-
á®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯  ­ ¤ Q , ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ â¥à¬¨­ å ®¯¥à â®à®¢ «¥¢®£® ã¬­®¦¥­¨ï. � ¨¬¥­­®,
Lb̂i

Lb̂j
= dLb̂i b̂j

, d 2 D, £¤¥ ®¯¥à â®àë Lb̂s
®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬ á ¬ âà¨æ ¬¨ íâ¨å ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¡ §¨á¥bb0;bb1; : : : ;bbp�1. �§ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  ¢ëâ¥ª ¥â A � DL( bB). � ¯®áª®«ìªã A = EndQ( bB), â®

DL( bB) =Mp. � ¬¥ç ï, ­ ª®­¥æ, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢  bB ¨ L( bB) ¨§®¬®àä­ë, ¯®¤ëâ®¦¨¬ ¯à®¢¥¤¥­-
­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5. �ãáâì B = �
i2Fp

Zbi |  «£¥¡à  ­ ¤ Z á ã¬­®¦¥­¨¥¬ ¢¨¤  bibj = jbi+j ,

i; j 2 Fp, j 2 Z, 1 � j � p, j � 1Fp = j. �®£¤  bB = Q 

Z
B | ¯à®áâ ï  «£¥¡à   áá®æ¨ â¨¢­®£® â¨¯ 

­ ¤ Q , ¯à¨ç¥¬ DL( bB) =Mp, £¤¥ L( bB) | ¯à®áâà ­áâ¢® ¬ âà¨æ ®¯¥à â®à®¢ «¥¢®£® ã¬­®¦¥­¨ï

 «£¥¡àë bB ¢ ¡ §¨á¥ bbi, i 2 Fp, ¨§®¬®àä­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢ã bB, Mp |  «£¥¡à  ¢á¥å ¬ âà¨æ à §¬¥à 

p, D | ¯®¤ «£¥¡à  ¤¨ £®­ «ì­ëå ¬ âà¨æ ¢ Mp.
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