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1. �¢¥¤¥¨¥. �ãáâì M | ¯®«ãª®¥ç ï  «£¥¡à  ä® �¥©¬  , � | â®çë© ®à¬ «ìë©
¯®«ãª®¥çë© á«¥¤   M , (Lp(M;�); k kp) | ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¢á¥å �-¨§¬¥à¨¬ëå ®¯¥à â®-
à®¢, ¯à¨á®¥¤¨¥ëå ª M ¨ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á p-áâ¥¯¥ìî. �®¦¥áâ¢® L!(M;�) =

T
p�1

Lp(M;�)

ï¢«ï¥âáï § ¯®«¥®© �-¯®¤ «£¥¡à®© ¢ �- «£¥¡à¥ K(M;�) ¢á¥å �-¨§¬¥à¨¬ëå ®¯¥à â®à®¢, ¯à¨á®-
¥¤¨¥ëå ª M [1], [2]. �¯¥à¢ë¥ â ª¨¥  «£¥¡àë à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ à ¡®â¥ �à¥á  [3] ¢ á«ãç ¥,

ª®£¤  M = L1(0; 1) ¨ �(f) =
1R
0

f dm, £¤¥ m | «¨¥© ï ¬¥à  �¥¡¥£ . �¯®á«¥¤áâ¢¨¨ á¢®©áâ¢ 

íâ¨å  «£¥¡à,  áá®æ¨¨à®¢ ëå á ¯à®¨§¢®«ì®© ª®¬¬ãâ â¨¢®©  «£¥¡à®© ä® �¥©¬   ¨§ãç «¨áì
¢ à ¡®â å [4], [5]. �«ï ¯à®¨§¢®«ìëå  «£¥¡à ä® �¥©¬   M - «£¥¡àë L!(M;�) ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥ë ¢
[1], [2] ¨ ¡ë«¨  §¢ ë ¥ª®¬¬ãâ â¨¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ �à¥á .

�  ï à ¡®â  ¯à®¤®«¦ ¥â ¨áá«¥¤®¢ ¨ï á¢®©áâ¢  «£¥¡à L!(M;�). �¤¥áì ¯®«ãç¥ë ¥®¡å®-
¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï á®¢¯ ¤¥¨ï  «£¥¡à L!(M;�) ¨ L!(M;�),  áá®æ¨¨à®¢ ëå
á à §«¨çë¬¨ á«¥¤ ¬¨ � ¨ �, ãáâ ®¢«¥  ¥¨§®¬®àä®áâì íâ¨å  «£¥¡à ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  � |
ª®¥çë©,   � | ¯®«ãª®¥çë©, ® ¥ ª®¥çë© á«¥¤ë   M ,  ©¤¥ë ãá«®¢¨ï    «£¥¡àë
ä® �¥©¬  M ¨ N ¨ á«¥¤ë � ¨ �   M ¨ N á®®â¢¥âáâ¢¥®, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¥ �-¨§®¬®àä®áâì
 «£¥¡à �à¥á  L!(M;�) ¨ L!(M;�).

�á¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¡®§ ç¥¨ï ¨ à¥§ã«ìâ âë â¥®à¨¨  «£¥¡à ä® �¥©¬   ¢§ïâë ¨§ [6],  
â¥®à¨¨ ¥ª®¬¬ãâ â¨¢®£® ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï | ¨§ [7].

2. �à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï. �ãáâì M | ¯®«ãª®¥ç ï  «£¥¡à  ä® �¥©¬  , � | â®ç-
ë© ®à¬ «ìë© ¯®«ãª®¥çë© á«¥¤   M , K(M;�) | �- «£¥¡à  ¢á¥å �-¨§¬¥à¨¬ëå ®¯¥à -
â®à®¢, ¯à¨á®¥¤¨¥ëå ª M [7]. �¥à¥§ Lp(M;�) ®¡®§ ç¨¬ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¢á¥å â ª¨å
x 2 K(M;�), ¤«ï ª®â®àëå kxkp = �(jxjp)1=p < 1, £¤¥ jxj = (x�x)1=2 (á¬. [8]). �®¦¥áâ¢®
L!(M;�) =

T
p�1

Lp(M;�) ï¢«ï¥âáï § ¯®«¥ë¬ «¨¥©ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¢ K(M;�). � [1], [2]

¯®ª § ®, çâ® L!(M;�) | �-¯®¤ «£¥¡à  ¢ K(M;�) ¨ ®â®á¨â¥«ì® â®¯®«®£¨¨ t�, ¯®à®¦¤¥®©
á¨áâ¥¬®© ®à¬ fk kpgp�1, L!(M;�) | ¯®« ï ¬¥âà¨§ã¥¬ ï «®ª «ì® ¢ë¯ãª« ï �- «£¥¡à .

�¥®à¥¬  1. �áïª¨© �-¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡à �à¥á  ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ L0(M;�) «¨¥©®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ K(M;�), ¯®à®¦¤¥®¥ ¬®¦¥áâ¢®¬

M
S� S

p>1

Lp(M;�)
�
. � ¦¤ë© ®¯¥à â®à y 2 L0(M;�) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥¯à¥àë¢ë© «¨¥©ë© äãª-

æ¨® «   (L!(M;�); t�) ¯® ä®à¬ã«¥ fy(x) = �(xy). � [2] ¯®ª § ®, çâ® «î¡®© t�-¥¯à¥àë¢ë©
«¨¥©ë© äãªæ¨® « f   L!(M;�) ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ f = fy ¤«ï ¥ª®â®à®£® y 2 L0(M;�),
â. ¥. á®¯àï¦¥®¥ ¯à®áâà áâ¢® ª  «£¥¡à¥ �à¥á  (L!(M;�); t�) ¬®¦® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ¯à®áâà -
áâ¢®¬ L0(M;�).

�ãáâì � ¨ � | â®çë¥ ®à¬ «ìë¥ ¯®«ãª®¥çë¥ á«¥¤ë    «£¥¡à¥ ä® �¥©¬  M . �¥à¥§
h = d�=d� ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¯à®¨§¢®¤ãî � ¤® {�¨ª®¤¨¬  á«¥¤  � ®â®á¨â¥«ì® �, â. ¥. h |
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íâ® â ª®© ¯®«®¦¨â¥«ìë© ®¯¥à â®à, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨© æ¥âàã  «£¥¡àë K(M;�), ¤«ï ª®â®à®£®
¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® �(x) = �(hx) ¯à¨ ¢á¥å x 2M .

3. �à¨â¥à¨© á®¢¯ ¤¥¨ï ¥ª®¬¬ãâ â¨¢ëå  «£¥¡à �à¥á 

�¥®à¥¬  2. �ãáâì �, � |â®çë¥ ®à¬ «ìë¥ ¯®«ãª®¥çë¥ á«¥¤ë    «£¥¡à¥ ä® �¥©¬  

M , h = d�=d�. �®£¤  L!(M;�) � L!(M;�) ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® á«ãç ¥, ª®£¤  h 2 L0(M;�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì L!(M;�) � L!(M;�), â®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® x 2 L!(M;�) ¢ë¯®«ï¥âáï
à ¢¥áâ¢® �(x) = �(hx), â. ¥. � ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ «¨¥©ë¬ äãªæ¨® «®¬   L!(M;�).
�®áª®«ìªã (L!(M;�); t�) | ¯®« ï ¬¥âà¨§ã¥¬ ï «®ª «ì® ¢ë¯ãª« ï �- «£¥¡à  ¨ ¨¢®«îæ¨ï
¥¯à¥àë¢  ¢ t� , â® � | t�-¥¯à¥àë¢ë© «¨¥©ë© äãªæ¨® «   L!(M;�) ([9], â¥®à¥¬  5.5,
á. 287). �«¥¤®¢ â¥«ì®,  ©¤¥âáï â ª®© ®¯¥à â®à y 2 L0(M;�), çâ® �(hx) = �(x) = �(yx) ¤«ï ¢á¥å
x 2 L!(M;�). �â® ®§ ç ¥â, çâ® h = y ¨ ¯®íâ®¬ã h 2 L0(M;�).

�¡à â®, ¥á«¨ h 2 L0(M;�), â® �(x) = �(hx) ï¢«ï¥âáï t�-¥¯à¥àë¢ë¬ «¨¥©ë¬ äãªæ¨®-
 «®¬   L!(M;�). �ãáâì x 2 L!(M;�), p � 1, â®£¤  jxjp 2 L!(M;�) ¨ �(jxjp) <1. �â® ®§ ç ¥â,
çâ® L!(M;�) �

T
p�1

Lp(M;�) = L!(M;�).

�§ â¥®à¥¬ë 2 ¯®«ãç ¥¬ ªà¨â¥à¨© á®¢¯ ¤¥¨ï  «£¥¡à �à¥á .

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì �, �| â®çë¥ ®à¬ «ìë¥ ¯®«ãª®¥çë¥ á«¥¤ë    «£¥¡à¥ ä® �¥©¬  
M . �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(i) L!(M;�) = L!(M;�),
(ii) d�

d�
2 L0(M;�), d�

d�
2 L0(M;�).

4. �à¨â¥à¨© �-¨§®¬®àä¨§¬  ¥ª®¬¬ãâ â¨¢ëå  «£¥¡à �à¥á . �ãáâì M ¨ N |  «£¥¡àë
ä® �¥©¬  , � | �-¨§®¬®àä¨§¬ ¨§ M   N , � | â®çë© ®à¬ «ìë© ¯®«ãª®¥çë© á«¥¤  
M . � áá¬®âà¨¬   N á«¥¤ �(x) = �(��1(x)). �§ [10] á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¡¨-
¥ªâ¨¢®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ b� : L1(M;�) +M ! L1(N;�) +N , á®¢¯ ¤ îé¥¥
á �   M â ª®¥, çâ® �(b�(x)) = �(x) ¤«ï ¢á¥å x 2 L1(M;�). � ç áâ®áâ¨, b�(Lp(M;�)) = Lp(N;�)
¨ kb�(x)kp = kxkp ¤«ï ¢á¥å x 2 Lp(M;�), p � 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, b�(L!(M;�)) = L!(N;�) ¨ áã-
¦¥¨¥ e� ®â®¡à ¦¥¨ï b�   L!(M;�) ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ ¨§ (L!(M;�); t�)
  (L!(N;�)t�). � ª ª ª (L!(M;�); t�) | «®ª «ì® ¢ë¯ãª« ï  «£¥¡à ,   M

T
L!(M;�) | t�-

¯«®â® ¢ L!(M;�), â® e�(xy) = e�(x)e�(y) ¤«ï «î¡ëå x; y 2 L!(M;�), â. ¥. e� | �-¨§®¬®àä¨§¬ ¨§
(L!(M;�); t�)   (L!(N;�); t�).

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �«¥¤ë � ¨ �  §®¢¥¬ íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© �-¨§®¬®àä¨§¬
� :M ! N , çâ® L!(N; �) = L!(N;� � ��1).

�®áª®«ìªã «î¡®© �-¨§®¬®àä¨§¬ ¨§ L!(M;�)
T
M   L!(N; �)

T
N ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® �-¨§®-

¬®àä¨§¬  ¨§ M   N , â® ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ááã¦¤¥¨© ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥

�â¢¥à¦¤¥¨¥. �ãáâì � ¨ � | â®çë¥ ®à¬ «ìë¥ ¯®«ãª®¥çë¥ á«¥¤ë    «£¥¡à å

ä® �¥©¬   M ¨ N á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤   «£¥¡àë �à¥á  L!(M;�) ¨ L!(N; �) �-¨§®¬®àäë
¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  á«¥¤ë � ¨ � íª¢¨¢ «¥âë.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì � | â®çë© ®à¬ «ìë© ª®¥çë©,   � | â®çë© ®à¬ «ìë© ¯®«ã-

ª®¥çë©, ® ¥ ª®¥çë© á«¥¤ë    «£¥¡à¥ ä® �¥©¬   M . �®£¤   «£¥¡àë �à¥á  L!(M;�) ¨
L!(M;�) ¥ �-¨§®¬®àäë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® � | �-¨§®¬®àä¨§¬ ¨§ L!(M ;�)   L!(M ; �) ¨ y |
¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â ¨§ L!(M ; �). �®£¤  ¨§ á®®â®è¥¨©

�(1)y = y�(1) = �(x)�(1) = �(x1) = �(x) = y

á«¥¤ã¥â, çâ® �(1) | ¥¤¨¨æ   «£¥¡àë L!(M ; �). �®áª®«ìªã ¢ L!(M;�) áãé¥áâ¢ãîâ í«¥¬¥âë á
®á¨â¥«¥¬ 1, â® �(1) = 1 2 L!(M;�), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥ ª®¥ç®áâ¨ á«¥¤  �. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
 «£¥¡àë �à¥á  L!(M ;�) ¨ L!(M ; �) ¥ ¨§®¬®àäë.
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