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УСЛОВНАЯ КОРРЕКТНОСТЬ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СОСТАВНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

Аннотация. В данной работе исследованы единственность и условная устойчивость решения
некорректной краевой задачи для уравнения смешанно-составного типа. Приведены доказа-
тельства единственности и условной устойчивости решения на множестве корректности.

Ключевые слова: некорректная краевая задача, смешанно-составной тип, условная устойчи-
вость, множество корректности, априорная оценка.

УДК: 517.946

Работа посвящена изучению некорректной краевой задачи для уравнения смешанно-
составного типа. Корректные краевые задачи для таких типов уравнений рассмотрены мно-
гими авторами (например, [1], [2]).
На сегодняшний день постановки некорректных задач для уравнений в частных произ-

водных смешанно-составного типа все более усложняются в связи с потребностями моде-
лирования и управления процессами в теплофизике и механике сплошной среды. Некор-
ректные задачи для уравнений первого и второго порядков изучены достаточно хорошо [3],
[4]. В данной работе рассматриваются некорректные задачи для неоднородного уравнения
в частных производных третьего порядка. Подобные уравнения имеют множество различ-
ных применений, например, описывают процессы распространения тепла в неоднородных
средах, взаимодействия фильтрационных потоков, массопереноса вблизи поверхности ле-
тательного аппарата и сложных течений вязкой жидкости [5].

1. Постановка задачи. Рассмотрим дифференциальный оператор

L ≡
(

sign x
∂2

∂t2
+

∂2

∂x2

)(
∂

∂t
+

∂2

∂x2

)
.

Исследуем функцию u(x, t) ∈ C4,3
x,t (Ω) ∩ C3,2

x,t (Ω) в области Ω = {−1 < x < 1, 0 < t < T ,
x �= 0}, удовлетворяющую уравнению

Lu(x, t) = g(x, t) (1)

при начальных

u(x, 0) = p(x), ut(x, 0) = q(x), utt(x, 0) = r(x), −1 � x � 1, (2)

граничных условиях

u(−1, t) = u(1, t) = 0,

uxx(−1, t) = uxx(1, t) = 0, 0 � t � T,
(3)
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и условиях склеивания

u(−0, t) = u(+0, t), ux(−0, t) = ux(+0, t),

uxx(−0, t) = uxx(+0, t), uxxx(−0, t) = uxxx(+0, t).
(4)

Здесь p(x), q(x) ∈ W 4
2 [−1; 1], r(x) ∈ W 2

2 [−1; 1], g(x, t) ∈ W 1
2,t(Ω) — заданные функции.

Определение. Под решением задачи (1)–(4) понимаем функцию, имеющую непрерывные
производные, участвующие в уравнении, и удовлетворяющую (1) в области Ω при условиях
(2)–(4).

2. Вспомогательные леммы.

Лемма 1. Если в области Ω функция v(x, t) удовлетворяет уравнению

sign x vtt + vxx = 0 (5)

и условиям

v(−1, t) = v(1, t) = 0,

v(−0, t) = v(+0, t), vx(−0, t) = vx(+0, t),

то для решения v(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω справедлива оценка∫ 1

−1
v2(x, t)dx � 4

(∫ 1

−1
v2
x(x, 0)dx + |α|

)T−t
T

(∫ 1

−1
v2
x(x, T )dx + |α|

) t
T

e2t(T−t), (6)

где α = 1
2

( 1∫
−1

sign x v2
xx(x, 0)dx −

1∫
−1

v2
xt(x, 0)dx

)
.

Доказательство. Функция ϕ(t), определенная интегралом

ϕ(t) =
∫ 1

−1
v2
x(x, t)dx,

непрерывна и имеет производные первого и второго порядков в виде

ϕ′(t) = 2
∫ 1

−1
vxvxtdx, ϕ′′(t) = 2

∫ 1

−1
v2
xtdx + 2

∫ 1

−1
vxvxttdx = 2

∫ 1

−1
v2
xtdx − 2

∫ 1

−1
vxxvttdx.

Преобразуя второй член выражения для ϕ′′(t) и используя уравнение (5), получим

ϕ′′(t) = 2
∫ 1

−1
v2
xtdx + 2

∫ 1

−1
sign x v2

xxdx.

Учитывая граничные условия, имеем

d

dt

(∫ 1

−1
sign x v2

xxdx

)
= 2

∫ 1

−1
sign x vxxvxxtdx = −2

∫ 1

−1
vttvxxtdx =

= 2
∫ 1

−1
vxttvxtdx =

d

dt

(∫ 1

−1
v2
xtdx

)
.

После интегрирования последнего равенства получим∫ 1

−1
sign x v2

xxdx =
∫ 1

−1
v2
xtdx + 2α,
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где α = 1
2

( 1∫
−1

sign x v2
xx(x, 0)dx −

1∫
−1

v2
xt(x, 0)dx

)
. Подставляя полученное выражение в ϕ′′(t),

выводим

ϕ′′(t) = 4
∫ 1

−1
v2
xtdx + 4α.

Обозначим φ(t) = ln(ϕ(t) + |α|). Tогда φ′(t) = ϕ′(t)
ϕ(t)+|α| и в силу неравенства Коши–

Буняковского

φ′′(t) =
ϕ′′(t)(ϕ(t) + |α|) − (ϕ′(t))2

(ϕ(t) + |α|)2 =

=

(
4

1∫
−1

v2
xtdx + 4α

)( 1∫
−1

v2
xdx + |α|

)
−

( 1∫
−1

vxvxtdx
)2

( 1∫
−1

v2
xdx + |α|

)2
�

�
4α

1∫
−1

v2
xdx + 4α|α|

( 1∫
−1

v2
xdx + |α|

)2
=

4α
1∫

−1

v2
xdx + |α|

� −4.

Из дифференциального неравенства φ′′(t) � −4 следует

φ(t) � φ(0)
T − t

T
+ φ(T )

t

T
+ 2t(T − t)

или
ϕ(t) + |α| �

(
ϕ(0) + |α|

)T−t
T

(
ϕ(T ) + |α|

) t
T e2t(T−t).

Используя вид функции ϕ(t), имеем∫ 1

−1
v2
x(x, t)dx �

(∫ 1

−1
v2
x(x, 0)dx + |α|

)T−t
T

(∫ 1

−1
v2
x(x, T )dx + |α|

) t
T

e2t(T−t) − |α|.

Таким образом, доказана оценка (6). �
Лемма 2. Пусть ω(t) — решение уравнения

ω′′(t) − µω(t) = f(t),

которое удовлетворяет условиям ω(0) = 0, ω′(0) = 0, где µ — некоторая константа,
f(t) — заданная функция. Тогда для решения данного уравнения имеет место следующая
оценка:

∫ t

0
ω2(τ)dτ �

(∫ T

0
f2(τ)dτ +

∫ T

0
f ′2(τ)dτ

) T−t
T

(∫ T

0
ω2(τ)dτ +

∫ T

0
f2(τ)dτ+

+
∫ T

0
f ′2(τ)dτ

) t
T

emt(T−t)/2 −
(∫ T

0
f2(τ)dτ +

∫ T

0
f ′2(τ)dτ

)
. (7)

Доказательство. Оценим решение методом интегралов энергии. Рассмотрим функцию

ξ(t) =
∫ t

0
ω2(τ)dτ +

∫ T

0
(f2(τ) + f ′2(τ))dτ . (8)
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Вычислим производные

ξ′(t) = 2
∫ t

0
ω(τ)ω′(τ)dτ,

ξ′′(t) = 2
∫ t

0
ω′2(τ)dτ + 2

∫ t

0
ω(τ)ω′′(τ)dτ = 2

∫ t

0
ω′2(τ)dτ + 2

∫ t

0
µω2(τ)dτ + 2

∫ t

0
ω(τ)f(τ)dτ

в силу уравнения для ω(t). Очевидно

d

dt

(∫ t

0
µω2(τ)dτ

)
= 2

∫ t

0
µω(τ)ω′(τ)dτ = 2

∫ t

0
ω′′(τ)ω′(τ)dτ − 2

∫ t

0
f(t)ω′(τ)dτ =

=
d

dt

(∫ t

0
ω′2(τ)dτ

)
− d

dt

(
2
∫ t

0
f(t)ω(τ)dτ

)
+ 2

∫ t

0
f ′(t)ω(τ)dτ.

После интегрирования имеем∫ t

0
µω2(τ)dτ =

∫ t

0
ω′2(τ)dτ − 2

∫ t

0
f(τ)ω(τ)dτ + 2

∫ t

0

∫ τ

0
f ′(τ1)ω(τ1)dτ1dτ .

Отсюда

ξ′′(t) = 4
∫ t

0
ω′2(τ)dτ − 2

∫ t

0
ω(τ)f(τ)dτ + 4

∫ t

0

∫ τ

0
f ′(τ1)ω(τ1)dτ1dτ �

� 4
∫ t

0
ω′2(τ)dτ −

∫ t

0
ω2(τ)dτ −

∫ t

0
f2(τ)dτ + 4

∫ t

0
(t − τ)f ′(τ)ω(τ)dτ � 4

∫ t

0
ω′2(τ)dτ−

−
∫ t

0
ω2(τ)dτ −

∫ t

0
f2(τ)dτ −2T

∫ t

0
f ′2(τ)dτ −2T

∫ t

0
ω2(τ)dτ � 4

∫ t

0
ω′2(τ)dτ − (2T +1)ξ(t).

Пусть ψ(t) = ln ξ(t), тогда

ψ′′(t) =
ξ′′(t)ξ(t) − ξ′2(t)

ξ2(t)
�

�

(
4

t∫
0

ω′2(τ)dτ − (2T + 1)ξ(t)
)( t∫

0

ω2(τ)dτ +
T∫
0

(
f2(t) + f ′2(t)

)
dτ

)
ξ2(t)

−

−

(
2

t∫
0

ω(τ)ω′(τ)dτ
)2

ξ2(t)
� −(2T + 1), ψ′′(t) � −(2T + 1) = −m.

Нетрудно видеть, что

ψ(t) � ψ(0)
T − t

T
+ ψ(T )

t

T
+ mt(T − t)/2

или
ln ξ(t) � T − t

T
ln ξ(0) +

t

T
ln ξ(T ) + mt(T − t)/2.

Заменяя ξ(t) ее выражением (8), получим оценку (7). �
Лемма 3. Пусть υ(x, t) удовлетворяет уравнению

sign xυtt(x, t) + υxx(x, t) = f(x, t) (9)

и условиям
υ(x, 0) = 0, υt(x, 0) = 0, (10)



УСЛОВНАЯ КОРРЕКТНОСТЬ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 69

υ(−1, t) = υ(1, t) = 0, (11)
υ(−0, t) = υ(+0, t), υx(−0, t) = υx(+0, t). (12)

Тогда для υ(x, t) справедлива оценка∫ t

0
‖υ(x, τ)‖2dτ �2(γ(T ))

T−t
T

(∫ T

0
‖υ(x, τ)‖2dτ + γ(T )

) t
T

, (13)

где

γ(t) =
∫ t

0
‖f(x, τ)‖2dτ +

∫ t

0
‖fτ (x, τ)‖2dτ.

Доказательство. Будем искать решение задачи (9)–(12) υ(x, t) в виде ряда Фурье по соб-
ственным функциям спектральной задачи:

sign xX ′′(x) + λX(x) = 0,

X(−1) = 0, X(1) = 0,
X(−0) = X(+0), X ′(−0) = X ′(+0).

Нетрудно заметить, что

X−
k (x) =

{
sin µkx + tg µk cos µkx, −1 � x � 0;
shµkx + tg µk ch µkx, 0 � x � 1,

X+
k (x) =

{
shµkx − tg µk ch µkx, −1 � x � 0;
sin µkx − tg µk cos µkx, 0 � x � 1,

— собственные функции указанной задачи, соответствующие отрицательным λ−
k и поло-

жительным λ+
k значениям соответственно. При этом µk =

√
−λ−

k и µk =
√

λ+
k являются

решениями трансцедентного уравнения tg µk + th µk = 0, причем µ1 ≈ 2.36502037243114,
µk ≈ µ1 + kπ, k = 2, 3, . . . .
Пусть решение уравнения (9) существует и имеет вид

υ(x, t) =
∞∑

k=1

υ+
k (t)X+

k +
∞∑

k=1

υ−
k (t)X−

k ,

где υ±
k (t) =

1∫
−1

sign xυ(x, t)X±
k (x)dx. Представим функцию f(x, t) в виде ряда

f(x, t) =
∞∑

k=1

f+
k (t)X+

k +
∞∑

k=1

f−
k (t)X−

k ,

где f±
k (t) =

1∫
−1

sign x f(x, t)X±
k (x)dx. Подставляя производные функции υ(x, t) по t, x и

функцию f(x, t) в (9), имеем

{υ+
k (t)}tt − µ2

kυ
+
k (t) = f+

k (t), υ+
k (0) = 0, {υ+

k (0)}t = 0, (14)

{υ−
k (t)}tt + µ2

kυ
−
k (t) = f−

k (t), υ−
k (0) = 0, {υ−

k (0)}t = 0, k = 1, 2, . . . . (15)
При каждом фиксированном k решение задачи можно представить в виде

υ+
k (t) =

1
µk

∫ t

0
sh(µk(t − τ))f+

k (τ)dτ,
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υ−
k (t) =

1
µk

∫ t

0
sin(µk(t − τ))f−

k (τ)dτ.

Учитывая результат леммы 2 для решений задачи (14) и (15), можем записать∫ t

0
υ+

k
2(τ)dτ � (γ+

k )
T−t

T

(∫ T

0
υ+

k
2(t)dt + γ+

k

) t
T

emt(T−t)/2,

∫ t

0
υ−

k
2(τ)dτ � (γ−

k )
T−t

T

(∫ T

0
υ−

k
2(t)dt + γ−

k

) t
T

emt(T−t)/2,

где

γ+
k =

∫ T

0
f+

k
2(t)dt +

∫ T

0
f+′

k

2
(t)dt, γ−

k =
∫ T

0
f−

k
2(t)dt +

∫ T

0
f−′

k

2
(t)dt.

Складывая эти два неравенства, после несложных выкладок получим∫ t

0
(υ+

k
2(τ) + υ−

k
2(τ))dτ � 2(γ+

k + γ−
k )

T−t
T

(∫ T

0
(υ+

k
2(t) + υ−

k
2(t))dt + γ+

k + γ−
k

) t
T

emt(T−t)/2.

Далее суммируя по k, k = 1, 2, . . . , с помощью неравенства Гёльдера имеем (13). �
Лемма 4 ([6]). Для решения уравнения

ϑt(x, t) + ϑxx(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ Ω,

удовлетворяющего условиям

ϑ(−1, t) = ϑ(1, t) = 0, 0 � t � T,

справедлива оценка∫ T

0

∫ 1

−1
ϑ2dx dt � e2sT 2

2s

∫ T

0

∫ 1

−1
h2(x, t)dx dt +

1
2s

∫ 1

−1
|ϑ(x, T ) · ϑxx(x, T )|dx+

+ Te2sT 2

∫ 1

−1
ϑ2(x, 0)dx +

e2sT 2

2s

∫ 1

−1
|ϑ(x, 0) · ϑxx(x, 0)|dx ∀ s > 0.

3. Теорема единственности и условной устойчивости. Введем обозначение

M =
{

u :
∫ 1

−1
(u2(x, T ) + u2

xx(x, T ) + u2
xxx(x, T ) + u2

xt(x, T ))dx � m2

}
. (16)

Теорема 1. Если решение задачи (1)–(4) u(x, t) ∈ C4,3
x,t (Ω) ∩ C3,2

x,t (Ω) существует и
u(x, t) ∈ M , то решение задачи единственно.

Доказательство. Допустим, что существуют два решения u1(x, t), , u2(x, t) рассматривае-
мой задачи (1)–(4). Видим, что их разность u(x, t) = u1(x, t)−u2(x, t) представляет решение
задачи

Lu(x, t) = 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, utt(x, 0) = 0, −1 � x � 1,

а также удовлетворяет условиям (3), (4). Докажем, что функция u(x, t) тождественно равна
нулю. С помощью обозначения σ(x, t) = ut(x, t) + uxx(x, t) последняя задача сводится к
системе (

∂

∂t
+

∂2

∂x2

)
u(x, t) = σ(x, t), (x, t) ∈ Ω, (17)

u(x, 0) = 0, −1 � x � 1, (18)
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u(−1, t) = u(1, t) = 0, 0 � t � T, (19)
u(−0, t) = u(+0, t), ux(−0, t) = ux(+0, t). (20)(

sign x
∂2

∂t2
+

∂2

∂x2

)
σ(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω, (21)

σ(x, 0) = 0, σt(x, 0) = 0, −1 � x � 1, (22)
σ(−1, t) = σ(1, t) = 0, 0 � t � T, (23)

σ(−0, t) = σ(+0, t), σx(−0, t) = σx(+0, t). (24)
Для решения задачи (21)–(24) согласно лемме 2 имеем∫ 1

−1
σ2(x, t)dx � 4

(∫ 1

−1
σ2

x(x, 0)dx + |α|
)T−t

T
(∫ 1

−1
σ2

x(x, T )dx + |α|
) t

T

e2t(T−t),

где α = 1
2

( 1∫
−1

sign xσ2
xx(x, 0)dx −

1∫
−1

σ2
xt(x, 0)dx

)
. В силу начальных условий (22) следует

α = 0 и
1∫

−1

σ2(x, t)dx � 0. Отсюда σ(x, t) = 0.

Учитывая лемму 4, для решения задачи (17)–(20) находим∫ T

0

∫ 1

−1
u2dx dt � e2sT 2

2s

∫ T

0

∫ 1

−1
σ2(x, t)dx dt +

1
2s

∫ 1

−1
|u(x, T ) · uxx(x, T )|dx+

+ Te2sT 2

∫ 1

−1
u2(x, 0)dx +

e2sT 2

2s

∫ 1

−1
|u(x, 0) · uxx(x, 0)|dx.

На основе (18) и σ(x, t) = 0, а также в силу произвольности s при s→∞ имеем
T∫
0

1∫
−1

u2dx dt �0.

Отсюда u(x, t) = 0, т. е. u1(x, t) = u2(x, t). Значит, решение задачи (1)–(4) единственно. �
Теорема 2. Пусть u(x, t) ∈ M , g(x, t) = 0 и ‖p(x) − pε(x)‖W 4

2
� ε, ‖q(x) − qε(x)‖W 4

2
� ε,

‖r(x) − rε(x)‖W 2
2

� ε. Тогда для решения задачи (1)–(4) имеет место оценка

∫ T

0

∫ 1

−1
u2dx dt � 2e2sT 2

s

∫ T

0
(8ε2)

T−t
T (2m2 + 4ε2)

t
T e2t(T−t)dt+

+
m2

4s
+ Te2sT 2

ε2 +
e2sT 2

2s
ε2 ∀ s > 0. (25)

Доказательство. Пусть u1 удовлетворяет уравнению (1) с условиями

u|t=0 = p(x), ut|t=0 = q(x), utt|t=0 = r(x),

а также удовлетворяет условиям (3), (4); u2 удовлетворяет уравнению (1) с условиями

u|t=0 = pε(x), ut|t=0 = qε(x), utt|t=0 = rε(x),

а также условиям (3), (4). Тогда u = u1 − u2 удовлетворяет уравнению (1), условиям

u|t=0 = p(x) − pε(x), ut|t=0 = q(x) − qε(x), utt|t=0 = r(x) − rε(x) (26)

и условиям (3), (4). Обозначим через σ(x, t) выражение ut(x, t) + uxx(x, t). Приходим к
системе, эквивалентной уравнению (1),(

∂

∂t
+

∂2

∂x2

)
u(x, t) = σ(x, t), (x, t) ∈ Ω, (27)
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(
sign x

∂2

∂t2
+

∂2

∂x2

)
σ(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω, (28)

с соответствующими условиями (26), (3), (4), которые принимают вид

u(x, 0) = p(x) − pε(x), −1 � x � 1, (29)

u(−1, t) = u(1, t) = 0, 0 � t � T, (30)
u(−0, t) = u(+0, t), ux(−0, t) = ux(+0, t), (31)

σ(x, 0) = a(x), σt(x, 0) = b(x), −1 � x � 1, (32)
σ(−1, t) = σ(1, t) = 0, 0 � t � T, (33)

σ(−0, t) = σ(+0, t), σx(−0, t) = σx(+0, t), (34)
где a(x) = q(x) − qε(x) + p′′(x) − p′′ε(x), b(x) = r(x) − rε(x) + q′′(x) − q′′ε (x).
Согласно лемме 1 для функции σ(x, t), удовлетворяющей уравнению (28) и условиям

(32)–(34), верно неравенство∫ 1

−1
σ2(x, t)dx � 4

(∫ 1

−1
(a′(x))2dx + |α|

)T−t
T

(∫ 1

−1
σ2

x(x, T )dx + |α|
) t

T

e2t(T−t),

где α = 1
2

( 1∫
−1

sign x(a′′(x))2dx −
1∫

−1

(b′(x))2dx
)
. Легко видеть, что

|α| � 1
2

∫ 1

−1
(q′′(x) − q′′ε (x) + pIV (x) − pIV

ε (x))2dx+

+
1
2

∫ 1

−1
(r′(x) − r′ε(x) + q′′′(x) − q′′′ε (x))2dx � 4ε2,

∫ 1

−1
(a′(x))2dx =

∫ 1

−1
(q′(x) − q′ε(x) + p′′′(x) − p′′′ε (x))2dx � 4ε2,

∫ 1

−1
σ2

x(x, T )dx =
∫ 1

−1
(uxt(x, T ) + uxxx(x, T ))2dx � 2

∫ 1

−1
(u2

xt(x, T ) + u2
xxx(x, T ))dx � 2m2.

При выводе последнего неравенства использовали условия (15). Учитывая вышеуказанные
неравенства, получим ∫ 1

−1
σ2(x, t)dx � 4(8ε2)

T−t
T (2m2 + 4ε2)

t
T e2t(T−t).

Согласно лемме 4 для решения задачи (27), (29)–(31) справедлива оценка∫ T

0

∫ 1

−1
u2dx dt � e2sT 2

2s

∫ T

0

∫ 1

−1
σ2(x, t)dx dt +

1
2s

∫ 1

−1
|u(x, T ) · uxx(x, T )|dx+

+ Te2sT 2
∫ 1

−1
u2(x, 0)dx +

e2sT 2

2s

∫ 1

−1
|u(x, 0) · uxx(x, 0)|dx ∀ s > 0. (35)

Покажем, что из (15), (29) легко вытекает∫ 1

−1
|u(x, T ) · uxx(x, T )|dx � 1

2

∫ 1

−1
(u2(x, T ) + u2

xx(x, T ))dx � m2

2
,

∫ 1

−1
|u(x, 0) · uxx(x, 0)|dx =

∫ 1

−1
|(p(x) − pε(x)) · (p′′(x) − p′′ε(x))|dx � ε2. (36)
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Подставляя (36) в (35), выводим неравенство (25) теоремы 2. �

Теорема 3. Пусть u(x, t) ∈ M , ‖g(x, t) − gε(x, t)‖W 1
2,t

� ε, p(x) = 0, q(x) = 0, r(x) = 0
∀s > 0. Tогда для решения задачи (1)–(4) имеет место оценка

∫ T

0

∫ 1

−1
u2dx dt � 2e2sT 2

T

s

(
(ε2)

T−t
T (10m2 + 2ε2)

t
T

)
+

m2

4s
. (37)

Доказательство. Пусть η(x, t) = ut(x, t) + uxx(x, t).
Задача I.

ut(x, t) + uxx(x, t) = η(x, t), (x, t) ∈ Ω,

u(x, 0) = 0, −1 � x � 1,

u(−1, t) = u(1, t) = 0, 0 � t � T,

u(−0, t) = u(+0, t), ux(−0, t) = ux(+0, t).

Задача II.

sign x ηtt(x, t) + ηxx(x, t) = g(x, t) − gε(x, t), (x, t) ∈ Ω,

η(x, 0) = 0, −1 � x � 1,

η(−1, t) = η(1, t) = 0, 0 � t � T,

η(−0, t) = η(+0, t), ηx(−0, t) = ηx(+0, t).

В силу леммы 2 для решения задачи II имеем

∫ t

0
‖η(x, τ)‖2dτ �2(γ)

T−t
T

(∫ T

0
‖η(x, t)‖2dt + γ

) t
T

,

где γ =
T∫
0

‖g(x, t)‖2dt +
T∫
0

‖gt(x, t)‖2dt. Покажем, что γ � 2ε2T . Оценим

∫ T

0
‖η(x, t)‖2dt =

∫ T

0

∫ 1

−1
(ut(x, t) + uxx(x, t))2dx dt � 2T

∫ 1

−1
(u2

t (x, T ) + u2
xx(x, T ))dx � 10m2T,

при этом воспользуемся условиями (14). Следовательно,∫ t

0
‖η(x, τ)‖2dτ �4(ε2T )

T−t
T (10m2T + 2ε2T )

t
T .

Используя лемму 4, имеем∫ T

0

∫ 1

−1
u2dx dt � e2sT 2

2s

∫ T

0

∫ 1

−1
η2(x, t)dx dt +

1
2s

∫ 1

−1
|u(x, T ) · uxx(x, T )|dx ∀ s > 0.

Отсюда вытекает (37). �
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