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1-������ ����� ���������� ������ � ������

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¨§ãç îâáï 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¥ ª®«ìæ . �á¥ ª®«ìæ  ¯à¥¤¯®« £ îâáï
 áá®æ¨ â¨¢ë¬¨ ¨ á ¥¤¨¨æ¥©. � ¯®¬¨¬ ¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨§ [1]. �à ¢ë© R-¬®¤ã«ìM ¡ã-
¤¥¬  §ë¢ âì 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¬, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¥£® æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¯®¤¬®¤ã«ì, ª®â®àë© ¥
á®¤¥à¦¨âáï ¢ à ¤¨ª «¥ �¦¥ª®¡á®  ¬®¤ã«ï M , ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¬®¤ã«ï M . �®«ì-
æ® R ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¬, ¥á«¨ ®® 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà® ª ª ¯à ¢ë©
R-¬®¤ã«ì. �®«ìæ® R  §ë¢ ¥âáï á« ¡® à¥£ã«ïàë¬, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¥£® ¯à ¢ë© ¨¤¥ «, ª®â®àë©
¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ à ¤¨ª «¥ �¦¥ª®¡á®  ª®«ìæ  R, á®¤¥à¦¨â ¥âà¨¢¨ «ìë© ¨¤¥¬¯®â¥â.

�ãáâì R | ¥ª®â®à®¥ ª®«ìæ®,   M | ¯à ¢ë© ã¨â àë© ¬®¤ã«ì  ¤ R. �®£¤  ç¥à¥§ J(R)
¨ J(M) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¤¨ª «ë �¦¥ª®¡á®  ª®«ìæ  R ¨ ¬®¤ã«ï M ,   ç¥à¥§
E(M) | ¨ê¥ªâ¨¢ãî ®¡®«®çªã ¬®¤ã«ï M .

1. 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¥ ª®«ìæ 

�¥¬¬  1.1 ([2], c. 368). �®«ìæ® á« ¡® à¥£ã«ïà® ¨ ¥ á®¤¥à¦¨â ¡¥áª®¥ç®£® ¬®¦¥áâ¢ 

¥ã«¥¢ëå ®àâ®£® «ìëå ¨¤¥¬¯®â¥â®¢ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¯®«ãá®¢¥àè¥®.

�ë¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ «¥¬¬ë, ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ª®â®àëå ï¢«ïîâáï áâ ¤ àâë¬¨.

�¥¬¬  1.2. � á« ¡® à¥£ã«ïà®¬ ª®«ìæ¥ R ¢áïª¨© «®ª «ìë© ¯à ¢ë© ¨¤¥ «, ª®â®àë© ¥ á®-

¤¥à¦¨âáï ¢ J(R), ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ RR.

�¥¬¬  1.3. �«ï ª®«ìæ  R á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢®á¨«ìë:
1) ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¬;
2) ¤«ï ª ¦¤®£® a =2 J(R)  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â x ª®«ìæ  R, çâ® axa = a.

�¥®à¥¬  1.1. �®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

1) ª®«ìæ® R à¥£ã«ïà®;
2) ª®«ìæ® R «®ª «ì®;
3) ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï ¡ §¨áë¬ ¯®«ãá®¢¥àè¥ë¬ ª®«ìæ®¬, ã ª®â®à®£® J2(R) = 0, ¨ ¨¬¥¥â

á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥: R = e1R � e2R, £¤¥ e1, e2 | ¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¨â¨¢ë¥ ¨¤¥¬-

¯®â¥âë. �à¨ç¥¬ «¨¡® J(e1R) = 0, J(e2R) 6= 0 ¨ ª ¦¤ë© ¯à®áâ®© ¯®¤¬®¤ã«ì ¬®¤ã«ï

J(e2R) ¨§®¬®àä¥ e1R, «¨¡® J(e1R) 6= 0, J(e2R) 6= 0 ¨ ª ¦¤ë© ¯à®áâ®© ¯®¤¬®¤ã«ì J(e1R)
¨§®¬®àä¥ e2R=J(e2R), a ª ¦¤ë© ¯à®áâ®© ¯®¤¬®¤ã«ì J(e2R) ¨§®¬®àä¥ e1R=J(e1R).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �á«¨ J(R) = 0, â® ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, à¥£ã-
«ïàë¬. �®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  J(R) 6= 0. �®¯ãáâ¨¬ eJ(R)e 6= 0 ¤«ï
¥ª®â®à®£® ¥âà¨¢¨ «ì®£® ¨¤¥¬¯®â¥â  e ¨§ R. �®£¤  ¤«ï ¥ª®â®à®£® j 2 J í«¥¬¥â eje ¥ à ¢¥
ã«î ¨ (eje+1�e)R ¢ë¤¥«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®£® á« £ ¥¬®£® ¢ R. �® (eje+1�e)R = ejeR�(1�e)R
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ejeR ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ R, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥£® ª®áãé¥áâ¢¥®-
áâ¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, eJe = 0 ¤«ï ¢á¥å ¥âà¨¢¨ «ìëå ¨¤¥¬¯®â¥â®¢ e ª®«ìæ  R.

�á«¨ ª®«ìæ® R á®¤¥à¦¨â ¡®«¥¥ ¤¢ãå ®àâ®£® «ìëå ¨¤¥¬¯®â¥â®¢, â® ¢ ª®«ìæ¥ R  ©¤¥âáï
í«¥¬¥â ¢¨¤  e1je2 + e3, £¤¥ e1, e2, e3 | ¥âà¨¢¨ «ìë¥ ¯®¯ à® ®àâ®£® «ìë¥ ¨¤¥¬¯®â¥âë
¨ e1je2 6= 0. �®£¤  (e1je2 + e3)R = e1je2R � e3R ¨ (e1je2 + e3)R ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢
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R, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ª®áãé¥áâ¢¥®áâ¨ í«¥¬¥â  e1je2R. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®«ìæ® R á®¤¥à¦¨â ¥
¡®«¥¥ ¤¢ãå ¥âà¨¢¨ «ìëå ¢§ ¨¬® ®àâ®£® «ìëå ¨¤¥¬¯®â¥â®¢.

�á«¨ ª®«ìæ® R ¥ á®¤¥à¦¨â ¥âà¨¢¨ «ìëå ¨¤¥¬¯®â¥â®¢, â® ®®, ®ç¥¢¨¤®, ï¢«ï¥âáï «®-
ª «ìë¬. �ãáâì â¥¯¥àì ª®«ìæ® R á®¤¥à¦¨â ¥âà¨¢¨ «ìë¥ ¨¤¥¬¯®â¥âë, â®£¤  1 = e1 + e2, £¤¥
e1 | ¥ª®â®àë© ¥âà¨¢¨ «ìë© ¨¤¥¬¯®â¥â. �«ï à ¤¨ª «  ª®«ìæ  R ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨¥ J = e1Je2 + e2Je1. �®áª®«ìªã e1Je1 = e2Je2 = 0, â® J2 = 0.

� ª ª ª ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï á« ¡® à¥£ã«ïàë¬ ¨ ¥ á®¤¥à¦¨â ¡¥áª®¥ç®£® ¬®¦¥áâ¢  ®àâ®-
£® «ìëå ¨¤¥¬¯®â¥â®¢, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.1 ®® ï¢«ï¥âáï ¯®«ãá®¢¥àè¥ë¬. �á«¨ e1J 6= 0, â®
¢á¥ ¯à®áâë¥ ¯®¤¬®¤ã«¨ ¯®«ã¯à®áâ®£® ¯à ¢®£® R-¬®¤ã«ï e1J ¨§®¬®àäë e2R=e2J . �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¥á«¨ ¥ª®â®àë© ¯à®áâ®© ¯®¤¬®¤ã«ì ¬®¤ã«ï e1J ¨§®¬®àä¥ e1R=e1J , â® ¨¬¥¥¬ ¥ã«¥¢®© £®¬®-
¬®àä¨§¬ f ¨§ e1R ¢ e1J , ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ª ®¨ç¥áª®£® £®¬®¬®àä¨§¬  ¨§ e1R
¢ e1R=e1J ¨ ¢«®¦¥¨ï ¬®¤ã«ï e1R=e1J ¢ ¬®¤ã«ì e1J . �âáî¤  f(e1) = f(e1)e1 = e1j = e1je1 6= 0,
£¤¥ f(e1) = e1j ¨ j 2 J , çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â à ¢¥áâ¢ã e1Je1 = 0. � â ª ª ª «î¡®© ¯à®áâ®©
¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì ¨§®¬®àä¥ «¨¡® e1R=e1J , «¨¡® e2R=e2J , â® ¢áïª¨© ¯à®áâ®© ¯®¤¬®¤ã«ì ¬®¤ã-
«ï e1J ¨§®¬®àä¥ e2R=e2J . �§ íâ¨å à ááã¦¤¥¨© ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â, çâ® ¥«®ª «ì®¥ ¨
¥à¥£ã«ïà®¥ 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà®¥ ª®«ìæ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î 3) â¥®à¥¬ë.

�®áâ â®ç®áâì. �á®, çâ® ª®«ìæ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ 1) ¨ 2) â¥®à¥¬ë, ï¢«ïîâáï
1-câpo£o á« ¡® à¥£ã«ïàë¬¨. �ãáâì ª®«ìæ® R ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î 3) â¥®à¥¬ë. �®áª®«ìªã
R �= End(RR), â® R ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ª®«ìæ® í¤®¬®àä¨§¬®¢ ¬®¤ã«ï RR. �«ï â®£® çâ®¡ë
¯®ª § âì, çâ® ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¬, ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì á®£« á®
«¥¬¬¥ 1.3 ¨ ([3], á. 353), çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® £®¬®¬®àä¨§¬  f , ã ª®â®à®£® Im(f) 6� J(RR), ®¡à § ¨
ï¤à® ï¢«ïîâáï ¯àï¬ë¬¨ á« £ ¥¬ë¬¨ ¢ RR. �ãáâì f(e1R) = a1R ¨ f(e2R) = a2R.

�á«®¢¨¥ Im(f) 6� J(RR) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®«ìª® ¢ á«¥¤ãîé¨å âà¥å á«ãç ïå: a1R 6� J ¨ a2R 6� J ,
a1R � J ¨ a2R 6� J , a1R 6� J ¨ a2R � J .

� áá¬®âà¨¬ ¯¥à¢ë© á«ãç ©. �®áª®«ìªã a1R ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ RR, â® a1R �=
e1R. � «®£¨ç® a2R �= e2R. �®£« á® ãá«®¢¨î 3) e2J | ¥ã«¥¢®© ¯®«ã¯à®áâ®© ¬®¤ã«ì, a
e1J ï¢«ï¥âáï «¨¡® ã«¥¢ë¬, «¨¡® ¯®«ã¯à®áâë¬, ¢á¥ ¯à®áâë¥ ¯®¤¬®¤ã«¨ ª®â®à®£® ¥¨§®¬®àäë
¯à®áâë¬ ¯®¤¬®¤ã«ï¬ ¬®¤ã«ï e2J . �«¥¤®¢ â¥«ì®, a1R \ a2R = 0. �á«¨ a1r1 + a2r2 2 J ¨ a1R
¥ ¯à®áâ, â® a1r1J = 0, a2r2J = 0, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, a1r1 2 a1J , a2r2 2 a2J . �®£¤  a1R ¯à®áâ,
a2r2 2 a2J , ¨ a1r1 = 0, ¯®áª®«ìªã a1R 6� J . � ª¨¬ ®¡à §®¬, (a1R + a2R) \ J = a1J + a2J .
� áá¬®âà¨¬ ª ®¨ç¥áª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ' ¨§ RR ¢ RR=J . �¬¥¥¬

'(e1R� e2R) = (e1R� e2R)=J �= e1R=e1J � e2R=e2J �= a1R=a1J � a2R=a2J �=
�= (a1R� a2R)=(a1J � a2J) = (a1R� a2R)=(a1R� a2R) \ J �= '(a1R� a2R):

�«¥¤®¢ â¥«ì®, '(e1R�e2R) = '(a1R�a2R) ¨ a1R�a2R+J = e1R�e2R, â. ¥. a1R�a2R = e1R�e2R,
¨ f ï¢«ï¥âáï à áé¥¯«ïîé¨¬ í¯¨¬®àä¨§¬®¬.

�® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ a2R ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¨ ¨§®¬®àä¥ e2R, ¯à¨ç¥¬ a2J = J , ¥á«¨
e1R ¯à®áâ, ¨ a2J ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ¢á¥å ¯à®áâëå ¬®¤ã«¥©, ¨§®¬®àäëå e1R=e1J , ¥á«¨ e1R ¥
¯à®áâ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ a1R � a2J . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ã f ®¡à § ¨ ï¤à® ï¢«ïîâáï
¯àï¬ë¬¨ á« £ ¥¬ë¬¨ ¢ RR.

B âà¥âì¥¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ e1R ¯à®áâ, â® a2R = 0, ¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ R ¥â ¯®¤¬®¤ã-
«¥©, ¨§®¬®àäëå e2R=e2J . �á«¨ e1R ¥ ¯à®áâ®©, â® a1J á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¯®¤¬®¤ã«¨, ¨§®¬®àäë¥
e2R=e2J . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¢á¥å f =2 J(End(RR)) ¢ë¯®«ï¥âáï ãá«®¢¨¥ à¥£ã«ïà®áâ¨ ¢ á¬ëá«¥
ä® �¥©¬  .

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.1. �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï ¯®«ãá®¢¥àè¥®£® ª®«ìæ  R, ã ª®â®à®£® J(R) 6= 0,
íª¢¨¢ «¥âë:

1) ª ¦¤ë© ¯à ¢ë© æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¨¤¥ « ª®«ìæ  R, ¥ á®¤¥à¦ é¨©áï ¢ J(R), ï¢«ï¥âáï «¨¡®
«®ª «ìë¬, «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á ª®«ìæ®¬ R;

2) ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï «¨¡® «®ª «ìë¬, «¨¡® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î 3) â¥®à¥¬ë 1.1.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) ) 2) �§ «¥¬¬ë 1.3 á«¥¤ã¥â, çâ® ª®«ìæ® R 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà®¥.
�®áª®«ìªã ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î à ¤¨ª « ª®«ìæ  R ¥ à ¢¥ ã«î, â® ®® á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.1
ï¢«ï¥âáï «¨¡® «®ª «ìë¬, «¨¡® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î 3 â¥®à¥¬ë 1.1.

2) ) 1) �¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ª®«ìæ® R ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î
3) â¥®à¥¬ë 1.1. �ç¥¢¨¤®, â®£¤  ª ¦¤ë© ¥âà¨¢¨ «ìë© ¨¤¥¬¯®â¥â ª®«ìæ  R ï¢«ï¥âáï ¯à¨-
¬¨â¨¢ë¬. �®áª®«ìªã á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.1 ª®«ìæ® R 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà®, â® ª ¦¤ë©
æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¯à ¢ë© ¨¤¥ «, ¥ á®¤¥à¦ é¨©áï ¢ J(R), «¨¡® ¯®à®¦¤ ¥âáï ¥âà¨¢¨ «ìë¬ ¨¤¥¬-
¯®â¥â®¬, «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á R. �® ¥áâì ª ¦¤ë© æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¯à ¢ë© ¨¤¥ «, ¥ á®¤¥à¦ é¨©áï ¢
J(R), ï¢«ï¥âáï «¨¡® «®ª «ìë¬, «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á R.

�®«ìæ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ 1) ¨ 2) â¥®à¥¬ë 1.1, ï¢«ïîâáï ®ç¥¢¨¤ë¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨
1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàëå ª®«¥æ. � á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥ à áá¬®âà¨¬ ª®«ìæ®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥
ãá«®¢¨î 3).

�à¨¬¥à. �à®áâ¥©è¨¬ ¥âà¨¢¨ «ìë¬ ¯à¨¬¥à®¬ 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà®£® ª®«ìæ  á®£« á-
® ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬¥ ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ® ¢¥àå¥âà¥ã£®«ìëå ¬ âà¨æ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª   ¤ ¥-

ª®â®àë¬ ¯®«¥¬ P . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì R =
n
( a b
0 c )

��� a; b; c 2 P
o
, e1 = ( 0 0

0 1
), e2 = ( 1 0

0 0
). �®£¤ 

J(R) =
n
( 0 a
0 0
)
��� a 2 P

o
, e1R =

n
( 0 0

0 a )
���a 2 P

o
, e2R =

n
( a b
0 0
)
��� a; b 2 P

o
, e2J =

n
( 0 a
0 0
)
��� a 2 P

o
¨

e2J �= e1R ®â®á¨â¥«ì® £®¬®¬®àä¨§¬  f , ¯à¨ ª®â®à®¬ f (( 0 a
0 0

)) = ( 0 0

0 a ).

2. 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¥ ¬®¤ã«¨

�¥¬¬  2.1. �á«¨  ¤ ª®«ìæ®¬ R ¢áïª¨© ¥à §«®¦¨¬ë© ¨ ¥à ¤¨ª «ìë© ¬®¤ã«ì ï¢«ï¥âáï

«®ª «ìë¬, â®  ¤ íâ¨¬ ª®«ìæ®¬ ª ¦¤ë© ®¤®à®¤ë© ¬®¤ã«ì ï¢«ï¥âáï æ¥¯ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥. �®£¤   ¤ ª®«ìæ®¬ R  ©¤¥âáï ®¤®à®¤ë© ¬®¤ã«ì
M , ª®â®àë© ¥ ï¢«ï¥âáï æ¥¯ë¬. �ë ¬®¦¥¬ ¢ë¡à âì ¢M ¤¢  í«¥¬¥â  a ¨ b â ª¨¥, çâ® aR 6� bR
¨ bR 6� aR. � áá¬®âà¨¬ ¬®¤ã«ì aR+bR, ª®â®àë© á®£« á® ãá«®¢¨î «¥¬¬ë ï¢«ï¥âáï «®ª «ìë¬.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, «¨¡® aR � bR, «¨¡® bR � aR. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â «¥¬¬ã.

�¥¬¬  2.2. �á«¨  ¤ ª®«ìæ®¬ R ¢á¥ ¯à ¢ë¥ R-¬®¤ã«¨ 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë, â® ¨ê-

¥ªâ¨¢ ï ®¡®«®çª  ª ¦¤®£® ¯à®áâ®£® ¯à ¢®£® R-¬®¤ã«ï  ¤ íâ¨¬ ª®«ìæ®¬ ï¢«ï¥âáï æ¥¯ë¬

¬®¤ã«¥¬ ¤«¨ë ¥ ¡®«ìè¥ ¤¢ãå.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® «¥¬¬¥ 2.1 ¨ê¥ªâ¨¢ ï ®¡®«®çª  «î¡®£® ¯à®áâ®£® ¬®¤ã«ï  ¤
ª®«ìæ®¬ R ï¢«ï¥âáï æ¥¯ë¬ ¬®¤ã«¥¬. �®¯ãáâ¨¬, mR | ¯à®áâ®© ¬®¤ã«ì  ¤ ª®«ìæ®¬ R, ¨ê-
¥ªâ¨¢ ï ®¡®«®çª  ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¤«¨ã ¡®«ìè¥ ¤¢ãå. �®£¤  ¢ E(mR)  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â
a, çâ® aR 6= E(mR) ¨ aR 6= mR. � áá¬®âà¨¬ ¢¥èîî ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¬®¤ã«¥© mR � E(mR).
�®£¤  mR�E(mR) = (m;a)R�W ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®¤ã«ï W . �®¯ãáâ¨¬, áãé¥áâ¢ã¥â s â ª®¥,
çâ® ms 6= 0, as = 0. �®£¤  (m;a)R = (m; 0)R� (0; a)R ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (0; a)R ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬
á« £ ¥¬ë¬ ¢ mR�E(mR), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥£® ª®áãé¥áâ¢¥®áâ¨.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¢ ª®«ìæ¥R ¥  ©¤¥âáï â ª®£® í«¥¬¥â  s, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«¥ë
á¢®©áâ¢  ms 6= 0, as = 0. �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ f ¬¥¦¤ã (m;a)R ¨ aR, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯® ¯à ¢¨«ã
f((m;a)r) = ar, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á®£« á® ([4], á. 39) aR ¨§®¬®àä® «¨¡®
mR, «¨¡® E(mR), çâ®, ®ç¥¢¨¤®, ¥¢®§¬®¦®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢® ¢á¥å ¢®§¬®¦ëå á«ãç ïå ¬ë
¨¬¥¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, ¨, § ç¨â, E(mR) ï¢«ï¥âáï æ¥¯ë¬ ¬®¤ã«¥¬ ¤«¨ë ¥ ¡®«ìè¥ ¤¢ãå.

�¥¬¬  2.3. �á«¨  ¤ ª®«ìæ®¬ R ¢á¥ ¯à ¢ë¥ R-¬®¤ã«¨ 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë ¨ J(R) = 0,
â® R ï¢«ï¥âáï ¯®«ã¯à®áâë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® R ï¢«ï¥âáï V -ª®«ìæ®¬. �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥. �®-
£¤   ¤ ª®«ìæ®¬ R  ©¤¥âáï ¯à®áâ®© ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì mR, ã ª®â®à®£® ¨ê¥ªâ¨¢ ï ®¡®«®çª 
E(mR) ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®©. �®áª®«ìªã á®£« á® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î R ¥ ï¢«ï¥âáï V -ª®«ìæ®¬, â®
¯à ¢ë© ¨¤¥ « Ann(m) ¥ã«¥¢®© ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ ¥¬  ©¤¥âáï ¥âà¨¢¨ «ìë© ¨¤¥¬¯®â¥â e.
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� áá¬®âà¨¬ ¢¥èîî ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¬®¤ã«¥© eR�E(mR). �®£¤  eR�E(mR) = (e;m)R�W
¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®¤ã«ï W . �®áª®«ìªã (e;m)R = (e; 0)R � (0;m)R, â® (0;m)R ï¢«ï¥âáï ¯àï-
¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ eR � E(mR), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥£® ª®áãé¥áâ¢¥®áâ¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, R
ï¢«ï¥âáï V -ª®«ìæ®¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ª ¦¤ë© æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ -
¥¬ë¬ ¢ á¢®¥© ¨ê¥ªâ¨¢®© ®¡®«®çª¥ ¨, § ç¨â, á ¬ ¨ê¥ªâ¨¢¥. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á®£« á® ([5],
c. 1384) R | ¯®«ã¯à®áâ®¥ ª®«ìæ®.

�¥¬¬  2.4. �á«¨  ¤ ª®«ìæ®¬ R ¢á¥ ¯à ¢ë¥ R-¬®¤ã«¨ 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë, â® J2(R)=0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® ([6], á. 136) ¬®¤ã«ì RR ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯®¤¬®¤ã«ì
¬®¤ã«ï ¢¨¤ 

Q
�2A

M�, £¤¥ M�
�=

L
�2B

E(C�) ¤«ï ª ¦¤®£® �,   fC�g�2B | á¥¬¥©áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢¨-

â¥«¥© ª« áá®¢ ¨§®¬®àä¨§¬  ¯à®áâëå ¯à ¢ëå R-¬®¤ã«¥©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, J2 �
� Q
�2A

M�

�
J2 �

Q
�2A

(M�J
2),

� L
�2B

E(C�)
�
J2 �

L
�2B

(E(C�)J2). �®£« á® «¥¬¬¥ 2.2 E(C�)J2 = 0 ¤«ï ª ¦¤®£® �,

á«¥¤®¢ â¥«ì®, J2 = 0.

�¥¬¬  2.5. �á«¨  ¤ «®ª «ìë¬ ª®«ìæ®¬ R ¢á¥ ¯à ¢ë¥ R-¬®¤ã«¨ 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë,
â® R ï¢«ï¥âáï æ¥¯ë¬ ª®«ìæ®¬ ¤«¨ë ¤¢ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® ¬®¤ã«ì RR ï¢«ï¥âáï æ¥¯ë¬ ¤«¨ë ¤¢ . �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢-
®¥. �®£« á® «¥¬¬¥ 2.4 J(RR) ¯®«ã¯à®áâ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,  ¤ ª®«ìæ®¬ R  ©¤¥âáï «®ª «ìë©
¯à ¢ë© ¬®¤ã«ìM , ã ª®â®à®£®MJ =M1�M2 (M1 ¨M2 | ¯à®áâë¥ ¬®¤ã«¨). � áá¬®âà¨¬ ª ®¨-
ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ f ¬®¤ã«ïM ¢ ¬®¤ã«ì M=M1�M=M2. �®áª®«ìªã f(M) 6� J(M=M1�M=M2), â®
f(M) ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ M=M1 �M=M2. �®áª®«ìªã á®£« á® ([6], á. 176) ã ¬®¤ã«¥©
M=M1 ¨ M=M2 ª®«ìæ  í¤®¬®àä¨§¬®¢ «®ª «ìë, â® á®£« á® ([6], á. 181) ¬®¤ã«ì M ¨§®¬®àä¥
«¨¡®M=M1, «¨¡®M=M2, çâ®, ®ç¥¢¨¤®, ¥¢®§¬®¦®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï æ¥¯ë¬
á¯à ¢  ¤«¨ë ¤¢ , ¨ ¨§ ([7], á. 96) á«¥¤ã¥â, çâ®  ¤ ¨¬ ¢áïª¨© ª®¥ç® ¯®à®¦¤¥ë© ¯à ¢ë©
¬®¤ã«ì ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¥à §«®¦¨¬ëå ¬®¤ã«¥©, ª®â®àë¥ «®ª «ìë¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
æ¥¯ë¥. �®£¤  á®£« á® ([8], c. 366) ª®«ìæ® R æ¥¯®¥ ¤«¨ë ¤¢ .

�¥®à¥¬  2.1. �«ï ª®«ìæ  R á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢®á¨«ìë:

1)  ¤ ª®«ìæ®¬ R ¢á¥ ¯à ¢ë¥ R-¬®¤ã«¨ 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë;
2) ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï «¨¡® ¯®«ã¯à®áâë¬, «¨¡® «®ª «ìë¬ æ¥¯ë¬ ¨ J2(R) = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) ) 2). �á«¨ J = 0, â® á®£« á® «¥¬¬¥ 2.3 R | ¯®«ã¯à®áâoe ª®«ìæ®.
�¥®à¥¬  1.1 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¥á«¨ J 6= 0, â® ª®«ìæ® R «¨¡® «®ª «ì®¥, «¨¡® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨î 3) â¥®à¥¬ë 1.1. �§ «®ª «ì®áâ¨ ª®«ìæ  R á®£« á® «¥¬¬¥ 2.5 á«¥¤ã¥â, çâ® ®®  àâ¨®¢®
æ¥¯®¥ ¤«¨ë ¤¢ . �®ª ¦¥¬, çâ® ª®«ìæ® R ¥ ¬®¦¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨î 3) â¥®à¥¬ë 1.1.
�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥. �®£¤  J = e1Je2+ e2Je1 6= 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ei(1� e) 6= 0 ¤«ï ¥ª®â®à®£®
¯à¨¬¨â¨¢®£® ¨¤¥¬¯®â¥â  e ª®«ìæ  R ¨ í«¥¬¥â  i 2 J . � áá¬®âà¨¬ ¢¥èîî ¯àï¬ãî áã¬¬ã
¬®¤ã«¥© eR� eR. �®¤¬®¤ã«ì (e; ei(1� e))R ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ eR� eR. �®áª®«ìªã
(e; ei(1� e))R = (e; 0)R� (0; ei(1� e))R, â® (0; ei(1� e))R ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ eR� eR,
çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥£® ª®áãé¥áâ¢¥®áâ¨.

2) ) 1). �«ï ¯®«ã¯à®áâ®£® ª®«ìæ  ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®. �á«¨ R | «®ª «ì®¥ æ¥¯®¥
ª®«ìæ® ¤«¨ë ¤¢ , â® ª ¦¤ë© æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¯à ¢ë© ¬®¤ã«ì  ¤ ¨¬ ï¢«ï¥âáï «¨¡® ¯à®áâë¬,
«¨¡® ¨ê¥ªâ¨¢ë¬ ¨ ¨§®¬®àäë¬ RR. �âáî¤  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â, çâ®  ¤ ¨¬ ª ¦¤ë©
¯à ¢ë© ¬®¤ã«ì ï¢«ï¥âáï 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïàë¬.

�®áª®«ìªã á®£« á® ([9], á. 300)  ¤ «®ª «ìë¬ ª®«ìæ®¬ ¢á¥ ¯à®¥ªâ¨¢ë¥ ¬®¤ã«¨ á¢®¡®¤ë,
â® ¨§ ªà¨â¥à¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ª®«¥æ ¢ á¬ëá«¥ �®à¨âë ([9], á. 265) ¨ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë
¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï ª®«ìæ  R á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢®á¨«ìë:
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1) ª®«ìæ® R íª¢¨¢ «¥â® ¢ á¬ëá«¥ �®à¨âë ª®«ìæã,  ¤ ª®â®àë¬ ¢á¥ ¬®¤ã«¨ 1-áâà®£® á« ¡®
à¥£ã«ïàë;

2) ª®«ìæ® R «¨¡® ï¢«ï¥âáï ¯®«ã¯à®áâë¬, «¨¡® ¨§®¬®àä® ª®«ìæã ¬ âà¨æ  ¤ «®ª «ìë¬
æ¥¯ë¬ ª®«ìæ®¬ ¤«¨ë ¤¢ .
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