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Аннотация
Рассмотрены многообразия, на которых задана аффинная геометрия общего вида с

нетривиальным метрикой, кручением и тензором неметричности. В последнее время такие
многообразия привлекают большое внимание в связи с построением обобщенных моделей
гравитации. В предположении, что все геометрические объекты являются вещественно
аналитическими функциями, построены нормальные координаты в некоторой окрест-
ности произвольной точки путем разложения компонент связности и метрики в ряды
Тейлора. Показано, что нормальные координаты являются обобщением декартовой си-
стемы координат в евклидовом пространстве на случай многообразий с произвольной
аффинной геометрией. При этом компоненты произвольного вещественно аналитическо-
го тензорного поля в окрестности каждой точки представляются в виде степенных рядов,
коэффициенты которого строятся из ковариантных производных, тензоров кривизны и
кручения, вычисленных в точке разложения. Для пространств постоянной кривизны ряды
просуммированы в явном виде и найдено выражение для метрики в нормальных коорди-
натах. Показано, что нормальные координаты задают гладкое сюрьективное отображение
евклидовых пространств на пространства постоянной кривизны. Уравнения экстремалей
проинтегрированы в явном виде для пространств постоянной кривизны в нормальных
координатах. Проанализирована связь нормальных координат с экспоненциальным отоб-
ражением.
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Введение

Нормальные координаты, которые называются также геодезическими или ри-
мановыми, играют большую роль в математической физике. Они впервые были
введены Риманом [1] для римановых многообразий, для которых кручение и тен-
зор неметричности тождественно равны нулю. Римановы координаты подробно
рассмотрены, например, в [2, 3]. Это построение без труда переносится на псевдо-
римановы многообразия с неположительно определенной метрикой [4, 5].

В последние годы в математической физике широко исследуются модели, ос-
нованные на аффинной геометрии общего вида с нетривиальным кручением и
тензором неметричности (см., например, [6, 7]). В настоящей статье построены
нормальные координаты для многообразий с аффинной геометрией общего вида,
когда заданы метрика, кручение и тензор неметричности. Сначала мы вводим эту
систему координат с помощью рядов. При этом предполагается, что все геомет-
рические объекты являются вещественно аналитическими, то есть их компоненты
разлагаются в сходящиеся степенные ряды в некоторой окрестности произволь-
ной точки многообразия. Затем дано определение с помощью экспоненциального
отображения.
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Нормальные координаты в пространствах аффинной связности общего вида
рассматривались, например, в [8, 9]. В этих монографиях можно найти, в част-
ности, теорему 1 и лемму 1, которые приведены в настоящей статье для полноты
изложения. Теорема 3, насколько известно автору, ранее в литературе не встреча-
лась. Явное выражение для коэффициентов разложения второго порядка в фор-
муле (19), по-видимому, также приведено впервые. В разделах 3 и 4 проведено срав-
нение полученных формул с известными выражениями для (псевдо)римановых
многообразий.

В дальнейшем мы увидим, что декартовы координаты являются нормальными
координатами в евклидовом пространстве Rn . В этом смысле нормальные коор-
динаты являются обобщением декартовой системы координат на общий случай
многообразия с заданной аффинной геометрией.

1. Нормальные координаты

Пусть на многообразии M , dimM = n , задана аффинная геометрия (M, g, Γ) .
Мы предполагаем, что компоненты метрики g и аффинной связности Γ являются
вещественно аналитическими функциями, то есть в некоторой окрестности каждой
точки x0 ∈ M представимы в виде сходящихся степенных рядов. Мы рассмотрим
специальную систему координат в окрестности точки x0 , которая является анало-
гом декартовой системы координат в евклидовом пространстве и имеет многочис-
ленные приложения. В литературе эта система координат встречается под разными
названиями: геодезические, римановы или нормальные координаты – и строится
в (псевдо)римановом пространстве. Мы построим такую систему координат в более
общем случае произвольной аффинной геометрии.

Сначала рассмотрим геодезические линии вблизи точки x0 ∈M . Пусть на мно-
гообразии задана кривая x(t) , t ∈ R , проходящая через точку x0 в заданном
направлении,

xα(0) =: xα
0 , ẋα(0) =: ẋα

0 , (1)

где xα , α = 1, . . . , n , – локальные координаты точки x . Для того чтобы кри-
вая была геодезической, функции xα(t) должны удовлетворять уравнениям для
геодезических

ẍα = −Γβγ
αẋβ ẋγ , (2)

где Γβγ
α(x) – компоненты аффинной связности; точки обозначают дифференциро-

вание по каноническому параметру t , с начальными условиями (1). При достаточно
малых t будем искать решение уравнений для геодезических в виде степенного ря-
да

xα = xα
0 + ẋα

0 t +
1
2

ẍα
0 t2 +

1
3!

...
x

α
0 t3 + · · · . (3)

Первые два члена ряда определяются начальными условиями (1), а все последую-
щие – уравнениями (2). В нулевом порядке по t из уравнений для геодезических
следует равенство

ẍα
0 = −

◦
Γβγ

αẋβ
0 ẋγ

0 , где
◦
Γβγ

α := Γβγ
α(x0).

Первый порядок уравнений по t определяет кубический член разложения в (3):

...
x

α
0 = (−∂δ

◦
Γβγ

α + 2
◦
Γβγ

ε
◦
Γ{δε}α) ẋβ

0 ẋγ
0 ẋδ

0,

где для краткости мы допускаем некоторую вольность в обозначениях:

∂δ

◦
Γβγ

α := ∂δΓβγ
α
∣∣
x=x0

.
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Следовательно, решение задачи Коши для геодезических в третьем порядке
по t имеет вид

xα = xα
0 + ẋα

0 t− 1
2

◦
Γ0βγ

αẋβ
0 ẋγ

0 t2 − 1
6

(
∂δ

◦
Γβγ

α − 2
◦
Γβγ

ε
◦
Γ{δε}α

)
ẋβ

0 ẋγ
0 ẋδ

0t
3 + · · · . (4)

Коэффициенты при более высоких степенях tk , k ≥ 4 пропорциональны (ẋ0)ktk

с коэффициентами, зависящими от аффинной связности и их частных производных
вплоть до (k−2) -го порядка, вычисленных в точке x0 . Интервал сходимости ряда
(4) определяется начальными данными и компонентами аффинной связности.

Перейдем к определению нормальных координат в некоторой достаточно ма-
лой окрестности U0 ⊂ M точки x0 . Пусть M – многообразие с заданной аф-
финной связностью. Предположим на время, что кручение равно нулю, то есть
Γβγ

α = Γγβ
α . Закон преобразования компонент аффинной связности при преобра-

зовании координат xα 7→ xα′(x) имеет вид

Γβ′γ′
α′ = ∂β′x

β∂γ′x
γ(Γβγ

α∂αxα′ − ∂2
βγxα′). (5)

Проведем преобразование координат, которое задается квадратичным полиномом
с постоянными коэффициентами

xα′ = Bα
α′(xα − xα

0 ) +
1
2

◦
Γβγ

αBα
α′(xβ − xβ

0 )(xγ − xγ
0), (6)

где Bα
α′ – произвольная невырожденная постоянная матрица. Тогда в новой сис-

теме координат компоненты аффинной связности будут равны

Γβ′γ′
α′ = ∂β′x

β∂γ′x
γ

[
Γβγ

α

(
Bα

α′ +
◦
Γαδ

εBε
α′(xδ − xδ

0)
)
−
◦
Γβγ

αBα
α′

]
.

Отсюда следует, что в точке x0 компоненты аффинной связности без кручения
обращаются в нуль, так как обращается в нуль выражение в квадратных скобках.

Если связность обладает кручением, то, поскольку кручение является тензором,
его нельзя обратить в нуль никаким преобразованием координат даже в одной
точке.

Выше мы доказали, что для произвольной аффинной связности в произвольной
заданной точке x0 всегда можно обратить в нуль симметричную часть связности.
Для этого достаточно выбрать соответствующим образом только квадратичные
члены в функциях преобразований координат (6). Данная система координат су-
ществует в окрестности произвольной точки x0 ∈ M и определена неоднозначно.
Во-первых, матрица Bα

α′ в (6) является невырожденной, а в остальном произ-
вольна. Во-вторых, в правило преобразования координат (6) можно добавить про-
извольные слагаемые третьей и более высокой степени по (x− x0) . Этот произвол
в выборе системы координат можно использовать для дальнейшей специализации
системы координат.

Геометрический смысл построенной системы координат состоит в том, что в до-
статочно малой окрестности точки x0 свойства многообразия близки к свойствам
аффинного пространства, так как при параллельном переносе компоненты тензо-
ров в линейном приближении по вектору смещения не меняются. Как и декартовы
координаты в евклидовом пространстве, данные координаты в точке x0 опреде-
лены, в частности, с точностью до линейных преобразований.

Можно доказать, что симметричную часть компонент аффинной связности
можно обратить в нуль не только в фиксированной точке, но и вдоль произвольной
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кривой γ на многообразии M [10]. Соответствующая система координат называ-
ется геодезической вдоль кривой γ ∈M .

Оставшийся произвол в выборе системы координат можно использовать для
дальнейшей специализации геометрических объектов. Воспользуемся свободой до-
бавления высших степеней (x−x0)k , k ≥ 3 , в закон преобразования координат (6)
и покажем, что в произвольной точке x0 ∈ M можно обратить в нуль не только
симметричные части самих компонент аффинной связности, но и все их полностью
симметризованные частные производные.

Теорема 1. Если компоненты аффинной связности вещественно анали-
тичны, то в окрестности произвольной точки x0 ∈ M существует такая сис-
тема координат, что выполнены равенства

◦
Γ{γ1γ2}

α = 0, ∂{γ3

◦
Γγ1γ2}

α = 0, . . . ∂k−2
{γ3...γk

◦
Γγ1γ2}

α = 0, . . . , (7)

где фигурные скобки обозначают симметризацию по всем индексам, заключенным
между ними.

Доказательство. Перепишем закон преобразования компонент аффинной
связности (5) в виде

Γβ′γ′
α′Aα′

α = Aβ′
βAγ′

γΓβγ
α + ∂β′Aγ′

α, (8)

где матрица Aα′
α(x) := J−1

α′
α = ∂α′x

α – обратная матрица Якоби преобразования
координат. Дифференцирование этого соотношения по xδ′ приводит к равенству

∂δ′Γβ′γ′
α′Aα′

α + Γβ′γ′
α′∂δ′Aα′

α = ∂δ′Aβ′
βAγ′

γΓβγ
α+

+ Aβ′
β∂δ′Aγ′

γΓβγ
α + Aβ′

βAγ′
γ∂δ′Γβγ

α + ∂2
δ′β′Aγ′

α. (9)

Последовательное дифференцирование полученного соотношения приводит к ра-
венствам, содержащим старшие производные от компонент аффинной связности
и обратной матрицы Якоби Aα′

α . Рассматривая эти тождества в точке x0 , мы
докажем возможность выбора системы координат, в которой выполнены равен-
ства (7), по теории возмущений.

Совершим преобразование координат x 7→ y(x) . Предположим, что вблизи
точки x0 ∈M обратное преобразование задается степенным рядом

xα = xα
0 +

∂xα

∂yγ

∣∣∣∣
0

yγ +
1
2

∂2xα

∂yγ1∂yγ2

∣∣∣∣
0

yγ1yγ2 +
1
3!

∂3xα

∂yγ1∂yγ2∂yγ3

∣∣∣∣
0

yγ1yγ2yγ3 + · · · . (10)

Здесь для новой системы координат мы используем букву y , чтобы избежать штри-
хов у индексов. Выберем первые три члена разложения в виде

∂xα

∂yγ

∣∣∣∣
0

:= δα
γ ,

∂2xα

∂yγ1∂yγ2

∣∣∣∣
0

:= −
◦
Γ{γ1γ2}

α,

∂3xα

∂yγ1∂yγ2∂yγ3

∣∣∣∣
0

:= 2
◦
Γ{γ1γ2

δ
◦
Γδγ3}

α − ∂{γ3

◦
Γγ1γ2}

α.

Тогда из уравнений (8), (9) следует, что в новой системе координат справедливы
равенства

◦
Γ{γ1γ2}

α = 0, ∂{γ3

◦
Γγ1γ2}

α = 0.



НОРМАЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ В АФФИННОЙ ГЕОМЕТРИИ 51

Выбор квадратичного члена ряда (10) уже был использован ранее. Выбор куби-
ческого члена разложения позволил обратить в нуль симметризованную первую
частную производную аффинной связности в той же точке.

В дифференциальные тождества, получаемые последовательным диффе-
ренцированием (8), максимальная степень производной от обратной матрицы
Якоби Aα′

α всегда входит линейно и на единицу превышает максимальную степень
производной от компонент аффинной связности. Это означает, что коэффициенты
ряда (10) всегда можно подобрать таким образом, чтобы обратить в нуль все сим-
метризованные частные производные от коэффициентов аффинной связности (7).
В этом нет ничего удивительного, так как члены ряда (10), начиная с квадратич-
ного, находятся во взаимно однозначном соответствии с условиями на аффинную
связность (7).

Нетрудно проверить, что ряд (10), определяющий преобразование координат, в
точности совпадает с рядом (4), определяющим геодезические линии, если поло-
жить yα := ẋα

0 t . Поэтому в новой системе координат прямые линии yα = Xα
0 t ,

где t ∈ R , и Xα
0 – произвольные числа, из которых по крайней мере одно отлично

от нуля, являются геодезическими линиями на M . Здесь прослеживается анало-
гия с декартовой системой координат в евклидовом пространстве: геодезические
являются прямыми линиями.

Построенная система координат является нормальной системой координат
в некоторой достаточно малой окрестности U0 , определяется только симметричной
частью компонент аффинной связностью и никак от метрики не зависит. При этом
у нас остался произвол в выборе первых двух членов разложения функций преобра-
зования координат (10). Слагаемое нулевого порядка определим так, чтобы точка
x0 отображалась в начало координат y0 = (0, . . . , 0) . Слагаемое первого порядка
по yα можно использовать для фиксирования значения метрики в начале коор-
динат. Очевидно, что его всегда можно подобрать таким образом, чтобы метрика
в точке x0 была диагональной:

◦
gαβ = ηαβ := diag (+ . . . +︸ ︷︷ ︸

p

− . . .−︸ ︷︷ ︸
q

), p + q = n. (11)

При этом сигнатура метрики может быть произвольной. Таким образом, мы од-
нозначно фиксировали все члены разложения функций преобразования коорди-
нат (10). Это доказывает следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть в окрестности произвольной точки x0 ∈ M многообра-
зия, на котором задана аффинная геометрия, метрика и связность заданы веще-
ственно аналитическими функциями. Тогда существует такая система коорди-
нат yα , что точка x0 соответствует началу координат, а также выполнены
равенства (7) и (11) . Такая система координат определена однозначно с точно-
стью до O(p, q) вращений координат yα .

Система координат yα в теореме 2 называется нормальной, геодезической или
римановой.

Предложение 1. Система координат yα в некоторой окрестности начала
координат является нормальной тогда и только тогда, когда выполнены условия

Γβγ
α(y)yβyγ = 0 и gαβ(0) = ηαβ . (12)



52 М.О. КАТАНАЕВ

Доказательство. В нормальной системе координат геодезическая линия,
проходящая через точку x0 в направлении u0 , является прямой и задается па-
раметрически в виде

yα(t) = uα
0 t. (13)

Подстановка этого выражения в уравнение для геодезических линий (2) дает

uα
0 uβ

0Γαβ
γ = 0.

Умножив это уравнение на t2 , получим (12).
Обратно. Пусть выполнено уравнение (12). Разложим компоненты связности

в ряд Тейлора вблизи начала координат. Тогда уравнение (12) эквивалентно це-
почке равенств (7). Затем разложим уравнение геодезических и сами геодезические
в ряды Тейлора по t . Приравняв нулю коэффициенты при одинаковых степенях t ,
получаем, что прямые линии и только они являются геодезическими линиями,
проходящими через начало координат.

Нормальная система координат обладает рядом замечательных свойств. В част-
ности, в окрестности начала координат компоненты произвольного тензорного
поля можно представить в виде ряда, коэффициенты которого зависят от ковари-
антных производных этого поля и тензоров кривизны, кручения и их ковариантных
производных, вычисленных в точке x0 . Доказательство этого утверждения прово-
дится конструктивно, путем явного построения соответствующего разложения.

Для доказательства нам понадобится предварительный результат.

Лемма 1. Пусть связность Γ на M вещественно аналитична. Тогда
в окрестности начала нормальной системы координат все производные

∂k−1
{γ1...γk−1

◦
Γγk}α

β , (14)

где, в отличие от (7), симметризация проводится только по части нижних
индексов, выражаются через тензоры кривизны, кручения и их ковариантные
производные.

Доказательство. Лемма доказывается прямыми, но громоздкими вычисле-
ниями. Поэтому мы ограничимся только первыми двумя слагаемыми.

Используя свойства (7), нетрудно доказать равенства

∂{γ1

◦
Γγ2}α

β =
1
3

(
∂{γ1

◦
Γαγ2}

β − ∂α

◦
Γ{γ1γ2}

β + 2∂{γ1

◦
T γ2}α

β

)
,

∂2
{γ1γ2

◦
Γγ3}α

β =
1
3

(
∂2
{γ1γ2

◦
Γαγ3}

β − ∂2
α{γ1

◦
Γγ2γ3}

β + 2∂2
{γ1γ2

◦
T γ3}α

β

)
,

(15)

где Tαβ
γ := Γαβ

γ −Γβα
γ – компоненты тензора кручения. Здесь и далее фигурные

скобки обозначают симметризацию только по индексам γ1 , γ2, . . .
В точке x0 аффинная связность полностью определяется тензором кручения

◦
Γγα

β =
1
2

◦
T γα

β . (16)

Далее, прямые вычисления приводят к следующим равенствам

◦
Rα{γ1γ2}

β = ∂α

◦
Γ{γ1γ2}

β − ∂{γ1

◦
Γαγ2}

δ − 1
4

◦
Tα{γ1

δ
◦
T γ2}δ

β ,
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∇{γ1

◦
Rαγ2γ3}

β = ∂2
α{γ1

◦
Γγ2γ3}

β − ∂2
{γ1γ2

◦
Γαγ3}

β +
2
3

◦
Rα{γ1γ2

δ
◦
T γ3}δ

β+

+
2
3

◦
Tα{γ1

δ
◦
Rδγ2γ3}

β +
1
6
∇{γ1

◦
T γ2α

δ
◦
T γ3}δ

β − 1
3

◦
Tα{γ1

δ∇γ2

◦
T γ3}δ

β ,

∇{γ1

◦
T γ2}α

β = ∂{γ1

◦
T γ2}α

β ,

∇{γ1∇γ2

◦
T γ3}α

β = ∂2
{γ1γ2

◦
T γ3}α

β +
1
6

◦
Rα{γ1γ2

δ
◦
T γ3}δ

β +
1
6

◦
Tα{γ1

δ
◦
Rδγ2γ3}

β+

+
1
6
∇{γ1

◦
T γ2α

δ
◦
T γ3}δ

γ +
1
6

◦
Tα{γ1

δ∇γ2

◦
T γ3}δ

β .

Используя полученные формулы, правые части (15) можно записать в ковариант-
ном виде

∂{γ1

◦
Γγ2}α

β =
1
3

(
−
◦
Rα{γ1γ2}

β + 2∇{γ1

◦
T γ2}α

β − 1
4

◦
Tα{γ1

δ
◦
T γ2}δ

β

)
, (17)

∂2
{γ1γ2

◦
Γγ3}α

β =
1
3

(
−∇{γ1

◦
Rαγ2γ3}

β +
1
3

◦
Rα{γ1γ2

δ
◦
T γ3}δ

β +
1
3

◦
Tα{γ1

δ
◦
Rδγ2γ3}

β+

+ 2∇{γ1∇γ2

◦
T γ3}α

β − 1
6
∇{γ1

◦
T γ2α

δ
◦
T γ3}δ

β − 2
3

◦
Tα{γ1

δ∇γ2

◦
T γ3}δ

β

)
, (18)

где, напомним, симметризация проводится только по индексам γ1, γ2, . . . Анало-
гичным образом все частные производные от связности вида (14) можно выразить
через ковариантные объекты.

Теперь можно доказать утверждение о разложении компонент произвольного
тензорного поля в окрестности начала нормальной системы координат в ряд Тей-
лора. Для определенности рассмотрим произвольный ковариантный тензор вто-
рого ранга Aαβ в нормальных координатах и разложим его в ряд Тейлора вблизи
начала координат:

Aαβ(y) =
◦
Aαβ + ∂γ

◦
Aαβ yγ +

1
2
∂2

γ1γ2

◦
Aαβ yγ1yγ2 + · · · . (19)

Эта процедура явно нековариантна, потому что координаты yγ не являются ком-
понентами вектора, и коэффициенты этого ряда также нековариантны. Основным
достоинством нормальных координат является то, что все коэффициенты этого
ряда, тем не менее, можно выразить через ковариантные величины. Для этого
необходимо выразить все частные производные через ковариантные и выразить
компоненты аффинной связности в начале координат через тензор кривизны, кру-
чения и их ковариантные производные. Начнем с первой производной

∂γ

◦
Aαβ = ∇γ

◦
Aαβ +

◦
Γγα

δ
◦
Aδβ +

◦
Γγβ

δ
◦
Aαδ = ∇γ

◦
Aαβ +

1
2

◦
T γα

δ
◦
Aδβ +

1
2

◦
T γβ

δ
◦
Aαδ,

где мы воспользовались формулами (16). Прямые, но более громоздкие выкладки
позволяют представить вторые частные производные также в ковариантном виде:

∂2
γ1γ2

◦
Aαβ = ∇{γ1∇γ2}

◦
Aαβ +

◦
T {γ1α

δ∇γ2}
◦
Aδβ +

◦
T {γ1β

δ∇γ2}
◦
Aαδ +

1
2

◦
T {γ1α

δ
◦
T γ2}

ε
◦
Aδε+

+
1
3

(
−
◦
Rα{γ1γ2}

δ + 2∇{γ1

◦
T γ2}α

δ −
◦
Tα{γ1

ε
◦
T γ2}ε

δ

) ◦
Aδβ+

+
1
3

(
−
◦
Rβ{γ1γ2}

δ + 2∇{γ1

◦
T γ2}β

δ −
◦
T β{γ1

ε
◦
T γ2}ε

δ

) ◦
Aαδ.
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Эту процедуру можно продолжить вплоть до произвольного порядка. Однако уже
для третьего порядка формулы настолько громоздки, что нет смысла их приводить
в явном виде.

Ясно, что аналогичное представление справедливо для тензорного поля произ-
вольного ранга и типа. Поэтому справедлива следующая

Теорема 3. Компоненты произвольного вещественно аналитического тен-
зорного поля в некоторой окрестности начала нормальной системы координат
представимы в виде ряда Тейлора, коэффициенты которого определяются кова-
риантными производными компонент данного тензорного поля, а также тензо-
ром кривизны, тензором кручения и их ковариантными производными, взятыми
в начале координат.

2. Нормальные координаты
в (псевдо)римановом пространстве

Основное достоинство нормальных координат заключается в том, что веще-
ственно аналитические тензорные поля в окрестности U0 ⊂M произвольной точки
x0 ∈ M представляются в виде ряда Тейлора, коэффициенты которого задаются
только ковариантными объектами: ковариантными производными данного тензор-
ного поля, а также тензорами кривизны и кручения и их ковариантными производ-
ными. В предыдущем разделе были явно вычислены первые два члена этого ряда
для ковариантного тензора второго ранга. Эти члены содержат много слагаемых
с тензором кручения. Поэтому в (псевдо)римановой геометрии, где кручение тож-
дественно равно нулю, формулы упрощаются, и можно продвинуться значительно
дальше в вычислениях.

В (псевдо)римановой геометрии в нормальных координатах имеем
◦
Γαβ

γ = 0 ,
и ковариантная производная произвольного тензора в этой точке совпадает с част-
ной производной. При этом в выражении для тензора кривизны пропадают квад-
ратичные слагаемые по связности:

◦
Rαβγ

δ = ∂α

◦
Γβγ

δ − ∂β

◦
Γαγ

δ

или

◦
Rαβγδ =

1
2
(∂2

αγ

◦
gβδ − ∂2

αδ

◦
gβγ − ∂2

βγ

◦
gαδ + ∂2

βδ

◦
gαγ).

Вычисления, аналогичные тем, что привели к формулам (17), (18), в (псевдо)ри-
мановой геометрии дают равенства

∂{γ1

◦
Γγ2}α

β = −1
3

◦
Rα{γ1γ2}

β ,

∂2
{γ1γ2

◦
Γγ3}α

β = −1
2
∇{γ1

◦
Rαγ2γ3}

β ,

∂3
{γ1γ2γ3

◦
Γγ4}α

β = −3
5
∇{γ1∇γ2

◦
Rαγ3γ4}

β − 2
15

◦
Rα{γ1γ2

δ
◦
Rδγ3γ4}

β ,

(20)

где симметризация проводится только по индексам γ1 , γ2, . . . Здесь мы дополни-
тельно вычислили третью симметризованную производную от связности.

Разложим ковариантный тензор Aα1...αs произвольного ранга s в окрестности
точки x0 в ряд по нормальным координатам:

Aα1...αs =
◦
Aα1...αs + ∂γ

◦
Aα1...αs yγ +

1
2
∂2

γ1γ2

◦
Aα1...αs yγ1yγ2 + · · · .
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Преобразовав частные производные в ковариантные и исключив слагаемые со связ-
ностью с помощью формул (20), получим следующий ряд:

Aα1...αs =
◦
Aα1...αs +∇γ

◦
Aα1...αsy

γ+

+
1
2!

(
∇γ1∇γ2

◦
Aα1...αs −

1
3

s∑

k=1

◦
Rαkγ1γ2

βk
◦
Aα1...βk...αs

)
yγ1yγ2+

+
1
3!

(
∇γ1∇γ2∇γ3

◦
Aα1...αs

−
s∑

k=1

◦
Rαkγ1γ2

βk∇γ3

◦
Aα1...βk...αs

−

−1
2

s∑

k=1

∇γ1

◦
Rαkγ2γ3

βk
◦
Aα1...βk...αs

)
yγ1yγ2yγ3 + · · · . (21)

Под знаком суммы подразумевается суммирование по немому индексу βk , кото-

рый стоит на k -м месте в
◦
Aα1...βk...αs

. В полученном выражении симметризацию
по индексам γ1 , γ2, . . . можно не указывать, так как происходит свертка с сим-
метричным произведением yγ1 . . . yγk .

Аналогичные ряды можно построить для тензоров, содержащих произвольные
наборы ковариантных и контравариантных индексов. Во всех случаях коэффици-
енты ряда вплоть до любого порядка могут быть выражены только через ковари-
антные объекты в точке x0 .

Нормальные координаты особенно удобны при анализе (псевдо)римановой мет-
рики. В этом случае возникает дополнительное упрощение, поскольку все ковари-
антные производные от метрики тождественно равны нулю. Несложные вычисле-
ния показывают, что ряд (21) для метрики в нормальных координатах принимает
вид

gαβ = ηαβ − 1
3

◦
Rαγ1γ2β yγ1yγ2 − 1

3!
∇γ1

◦
Rαγ2γ3β yγ1yγ2yγ3+

+
1
5!

(
−6∇γ1∇γ2

◦
Rαγ3γ4β +

16
3

◦
Rαγ1γ2

δ
◦
Rδγ3γ4β

)
yγ1yγ2yγ3yγ4 + · · · , (22)

где мы также вычислили слагаемое четвертого порядка.

3. (Псевдо)римановы пространства постоянной кривизны

Выражение для метрики в нормальных координатах (22) принимает особенно
простой вид для пространств постоянной кривизны, которые определяются равен-
ством ∇εRαβγ

δ = 0 (см., например, [2, 11]).

Предложение 2. В пространстве постоянной кривизны (псевдо)риманова
метрика в окрестности произвольной точки x0 ∈ M в нормальных координа-
тах yα имеет вид

gαβ = ηαβ +
1
2

∞∑

k=1

(−1)k22k+2

(2k + 2)!
Vα

ε1Vε1
ε2 · · ·Vεk−1

εkηεkβ , (23)

где
Vεk−1

εk :=
◦
Rεk−1γ1γ2

εk yγ1yγ2 , ε0 = α.

Доказательство. Сначала проверяем, что первые два члена суммы действи-
тельно совпадают с (22) для пространств постоянной кривизны. Далее доказатель-
ство проводится по индукции.
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Ряд для метрики (23) можно просуммировать для пространств постоянной кри-
визны специального вида

Rαβγδ = − 2K

n(n− 1)
(gαγgβδ − gαδgβγ), K = const. (24)

В этом случае в начале координат справедливо равенство
◦
Rαβγδ = − 2K

n(n− 1)
(ηαγηβδ − ηαδηβγ). (25)

Тогда матрица Vα
β пропорциональна проекционному оператору:

Vα
β = as

(
δβ
α −

yαyβ

s

)
,

где

a :=
2K

n(n− 1)
, s := yαyα, yα := yβηαβ ,

и ряд для метрики принимает вид

gαβ = ηαβ +
1
2

(
ηαβ − yαyβ

s

) ∞∑

k=1

22k+2

(2k + 2)!
(−as)k. (26)

Это выражение для метрики определено и для s = 0 , так как ряд начинается
с линейного по s члена. Теперь ряд можно просуммировать, что приводит к сле-
дующему выражению для метрики:

gαβ = f(s)Πt
αβ + Πl

αβ = fηαβ + (1− f)
yαyβ

s
, (27)

где метрика представлена в виде суммы проекционных операторов

Πt
αβ := ηαβ − yαyβ

s
, Πl

αβ :=
yαyβ

s
,

а функция f(s) определена рядом

f(s) :=
∞∑

k=0

22k+2

(2k + 2)!
(−as)k, (28)

который сходится на всей комплексной плоскости s . Тем самым доказано следую-
щее утверждение.

Теорема 4. Пусть на многообразии задана (псевдо)риманова метрика g
класса C2 такая, что многообразие является пространством постоянной кри-
визны вида (24) . Тогда метрика g на M вещественно аналитична.

Доказательство. Прямая проверка показывает, что вещественно аналитиче-
ская метрика (27), (28) описывает многообразие постоянной кривизны (24). Един-
ственность метрики следует из единственности решения задачи Коши для уравне-
ний геодезических.

Ряд (28) можно просуммировать. Для псевдоримановых пространств положи-
тельной кривизны K > 0, a > 0 и функция f(s) имеет вид

f(s) =





sin2√as

as
, s > 0,

1, s = 0,

− sh2√−as

as
, s < 0.

(29)
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Функция f(s) , как нетрудно проверить, аналитична.
Для псевдоримановых пространств отрицательной кривизны K < 0, a < 0

имеем равенство

f(s) =





− sh2√−as

as
, s > 0,

1, s = 0,

sin2√as

as
, s < 0.

(30)

Отметим, что на световом конусе, s = 0 , метрика в обоих случаях совпадает с мет-
рикой Минковского.

Если кривизна псевдориманова пространства постоянной кривизны равна нулю,
K = 0 , то f = 1 .

Для римановых пространств постоянной кривизны всегда s > 0 и

f(s) =





sin2√as

as
, K > 0,

1, K = 0,

− sh2√−as

as
, K < 0.

(31)

Тот факт, что функция f(s) действительно приводит к ряду (26), проверя-
ется непосредственно. Не зная функции f(s) , ряд (26) можно просуммировать
следующим образом. Представление (26) задает тензорную структуру метрики.
В статье [12] для метрики более общего вида, которая параметризуется двумя
произвольными функциями f(s) и g(s) , были вычислены символы Кристоффеля
и тензор кривизны. Рассматриваемому случаю соответствует условие

g =
(f + f ′s)2

f − afs
= 1,

где штрих обозначает дифференцирование по s . Последнее равенство задает обык-
новенное дифференциальное уравнение первого порядка относительно f(s) . Это
уравнение легко решается путем подстановки

U = fs (32)

Постоянная интегрирования находится из условия U(0) = 0 (ограниченность мет-
рики).

Рассмотрим римановы пространства постоянной кривизны, для которых
gαβ(0) = δαβ . Метрика (27) принимает особенно простой вид в сферической системе
координат евклидова пространства Rn . В сферических координатах s = yαyβδαβ =
= r2, где r – радиальная координата, и справедливы тождества

Πl
αβdyαdyβ = dr2, Πt

αβdyαdyβ = r2dΩ,

где dΩ – элемент телесного угла в евклидовом пространстве Rn . Таким образом,
метрику пространств постоянной кривизны в нормальных координатах можно за-
писать в виде

ds2 = dr2 + r2fdΩ. (33)

Проанализируем пространство Rn с метрикой (33) подробнее. Объем сферы
радиуса r

√
f в Rn с метрикой (33) равен

Sn−1
r =

2πn/2

Γ(n/2)
(r2f)(n−1)/2.
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Мы видим, что нули функции f(r2) определяют те сферы в Rn , площадь поверхно-
сти которых равна нулю. Поскольку площадь поверхности является инвариантным
объектом, то это означает, что на самом деле эти сферы соответствуют отдельным
точкам пространства постоянной кривизны.

Нормальные координаты для многообразий постоянной кривизны определены
для всех {yα} ∈ Rn . При этом все геодезические, проходящие через точку x0 ,
полны, так как канонический параметр пробегает всю вещественную прямую
t ∈ (−∞,∞) .

Проведенные рассуждения показывают, что справедлива

Теорема 5. Нормальные координаты на (псевдо)римановом многообразии M
постоянной кривизны вида (24) в каждой точке x0 ∈M задают гладкое сюрьек-
тивное отображение

Rn →M. (34)

Для римановых пространств нулевой кривизны нормальные координаты совпа-
дают с декартовыми.

В общем случае отображение (34) не является взаимно однозначным. Поэтому
в области определения нормальных координат Rn можно задать отношение эк-
вивалентности, отождествив те точки, которые отображаются на одну и ту же
точку из M . Таким образом, пространство постоянной кривизны вида (24) можно
рассматривать как евклидово пространство Rn , в котором задано некоторое отно-
шение эквивалентности между точками.

В качестве примера пространства постоянной положительной кривизны рас-
смотрим двумерную сферу S2 ↪→ R3 единичного радиуса. В этом случае K = 1,
a = 1, n = 2 . Функция f(r2) в полярных координатах на плоскости R2 имеет вид

f(r2) =
sin2 r

r2
,

что соответствует метрике

ds2 = dr2 + sin2 rdϕ2.

Длина окружности на плоскости R2 радиуса r с центром в начале координат
равна

L =

2π∫

0

dϕ sin r = 2π sin r.

Отсюда следует, что окружности радиусов r = πk , k = 1, 2, . . . , отображаются
в одну точку сферы. При этом плоскость R2 бесконечное число раз «накрывает»
сферу S2 . Если условиться, что начало координат соответствует южному полюсу
сферы, то при отображении R2 → S2 все окружности радиусов r = 2πk , k =
= 0, 1, . . . , соответствуют южному полюсу, а все окружности радиусов r = π+2πk –
северному. В рассматриваемом случае между точками евклидовой плоскости воз-
никает отношение эквивалентности

yα ∼ yα +
yα

r
2πk, k = 0, 1, . . .

Нормальные координаты были определены таким образом, что геодезические
линии в них совпадают с прямыми. В (псевдо)римановом пространстве экстремали
совпадают с геодезическими, поэтому также являются прямыми. Проверим это
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для пространств постоянной кривизны, которые были рассмотрены выше. Урав-
нения для экстремалей, определяемых метрикой (27), можно проинтегрировать.
Символы Кристоффеля в рассматриваемом случае имеют вид

Γαβ
γ =

f ′

f

(
yαΠtγ

β + yβΠtγ
α

)
+

1− f − f ′s
s

yγΠt
αβ . (35)

Отсюда вытекают уравнения для экстремалей

ÿα = −2
f ′

f
ẏαyβ ẏβ + 2

f ′

f
yα (yβ ẏβ)2

s
+

+
1− f − f ′s

s2
yα(yβ ẏβ)2 − 1− f − f ′s

s
yα(ẏβ ẏβ). (36)

Эти уравнения имеют интеграл

C0 = ẏαẏβgαβ = ẏαẏαf − (yαẏα)2

s
(f − 1) = const.

Прямая проверка показывает, что все прямые линии, проходящие через начало
координат,

yα = vαt, vα = const, t ∈ R,

являются экстремалями. Эти экстремали, очевидно, полны. Отметим, что символы
Кристоффеля (35) равны нулю только в начале координат. В близких точках они
отличны от нуля, и среди экстремалей прямыми являются только те, которые про-
ходят через начало координат.

Уравнения для экстремалей (36) можно проинтегрировать и в общем случае, то
есть найти те экстремали, которые не проходят через начало координат. Для этой
цели рассмотрим зависимость s := yαyβηαβ от t . Учитывая равенства

ṡ = 2yαẏα,

s̈ = 2yαÿα + 2ẏαẏα,

из уравнений для экстремалей получаем обыкновенное уравнение относительно
s(t) :

s̈ =
(

1
2s
− U ′

2U

)
ṡ2 +

2C0U
′s

U
,

где функция U(s) определена равенством (32),

U(s) =
sin2√as

a
.

Рассмотрим случай C0a > 0 . Введя новую переменную z2 = as при as > 0 и
растянув канонический параметр t → t/

√
C0a , приходим к уравнению

z̈ = (1− ż2) ctg z,

которое можно явно проинтегрировать. Общее решение этого уравнения имеет вид

cos
√

as =
√

1− 1
C1

sin(t + t0), C1 = const > 1, t0 = const.

Аналогично рассматриваются все остальные случаи.
Таким образом, для пространств постоянной кривизны специального вида (25)

в нормальных координатах можно найти все экстремали и проанализировать их
поведение.



60 М.О. КАТАНАЕВ

4. Нормальные координаты и экспоненциальное отображение

Пусть задана аффинная связность Γ на многообразии M и γ = x(t) – геоде-
зическая. Если задана точка x0 ∈ M и касательный вектор скорости u0 принад-
лежит T0(M) , то существует единственная геодезическая, проходящая через x0

с начальным вектором u0 , при этом канонический параметр определен с точ-
ностью до сдвига. Таким образом, каждая геодезическая однозначно определена
парой (x0, u0) .

Геодезическая линия x(t) является интегральной кривой для векторного поля
скорости u(t) := ẋ(t) . Тогда для полных геодезических определено экспоненциаль-
ное отображение

exp(tu0) : x0 7→ x(t), (37)

которое отображает начальную точку x0 в точку x(t) . Если вектор скорости u0

принимает все возможные направления в касательном пространстве T0(M) , то экс-
поненциальное отображение (37) можно рассматривать как отображение касатель-
ного пространства в многообразие

exp(tu0) : T0(M) 3 tu0 7→ x(t) ∈M, (38)

для которого мы сохраним прежнее обозначение.
По построению каждая прямая в касательном пространстве T0(M) , проходящая

через начало координат, отображается в соответствующую геодезическую. Ясно,
что такое отображение можно построить для каждой точки x0 ∈M .

Если геодезическая неполна, то экспоненциальное отображение (38) определено
только для некоторого интервала значений канонического параметра −ε1 < t < ε2 ,
где ε1 > 0 , ε2 > 0 . В результате экспоненциальное отображение будет определе-
но в некоторой окрестности начала координат касательного пространства. Если
связность на M из класса C∞ , то экспоненциальное отображение будет того же
класса гладкости C∞ . Поскольку дифференциал экспоненциального отображения
в точке x0 невырожден, то существует окрестность U0 3 x0 такая, что экспонен-
циальное отображение (38) является диффеоморфизмом U0 → V0 ⊂ T0(M) , где
V0 – некоторая окрестность касательного пространства, содержащая начало коор-
динат. Выберем координатный репер {∂α} в точке x0 и предположим, что векторы
скорости принимают значение на единичной сфере

n∑
α=1

(uα
0 )2 = 1.

Теперь отождествим касательное пространство T0(M) с евклидовым простран-
ством Rn естественным образом, отождествив координаты касательного вектора
{tuα

0 } с декартовыми координатами точки {yα} в Rn . В результате получим коор-
динатную систему, определенную на U0 .

Система координат в окрестности U0 ⊂ M точки x0 , определенная экспонен-
циальным отображением (38),

ϕ : M ⊃ U0 3 {xα(t)} 7→ {yα := tuα
0 } ∈ V0 ⊂ Rn,

называется нормальной.
Подчеркнем, что нормальная система координат определена исключительно

связностью, а не метрикой, которой вообще может не быть на многообразии.
Если на многообразии M помимо связности Γ задана также метрика g , то

исходную систему координат xα в окрестности точки x0 можно всегда выбрать
таким образом, что координатный базис ∂α будем ортонормальным в данной точке
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x0 , то есть gαβ(x0) = ηαβ . Мы всегда предполагаем, что для нормальной системы
координат при наличии метрики это условие выполнено. Наконец, сформулируем
теорему существования [13].

Теорема 6 (Уайтхед). Пусть yα – нормальная система координат в окрест-
ности точки x0 ∈M . Определим окрестность U0(ρ) точки x0 равенством

∑
α

(yα)2 < ρ2.

Тогда существует положительное число r такое, что если 0 < ρ < r ,
1) окрестность U0(ρ) является геодезически выпуклой, то есть любые две

точки из U0(ρ) можно соединить геодезической, целиком лежащей в U0(ρ) ;
2) каждая точка из U0(ρ) имеет нормальную координатную окрестность,

содержащую U0(ρ) .

Заключение

Построены нормальные (римановы, геодезические) координаты для многооб-
разий с заданной аффинной геометрией общего вида, которая определяется мет-
рикой, кручением и тензором неметричности. Предполагается, что все поля за-
даются вещественно аналитическими компонентами. Дано локальное определе-
ние нормальных координат с помощью разложений компонент в ряды Тейлора
и независимое определение с помощью экспоненциального отображения. Вычис-
лены первые три члена степенного разложения ковариантного тензора второго
ранга в нормальных координатах. Показано, что компоненты произвольного ве-
щественно аналитического тензора в некоторой окрестности произвольной точки
представляются в виде ряда Тейлора, коэффициенты которого выражаются через
ковариантные производные и тензоры кривизны и кручения. Для специального
класса (псевдо)римановых пространств постоянной кривизны при нулевом круче-
нии и неметричности ряды Тейлора просуммированы и найдено явное выражение
для метрики. Вычислены соответствующие символы Кристоффеля и проинтегри-
рованы уравнения для геодезических в нормальных координатах.
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Abstract

Manifolds of affine geometry of general type with nontrivial metric, torsion, and nonmetric-
ity tensor have been considered. These manifolds have recently attracted much interest due
to the construction of generalized gravity models. Assuming that all geometric objects are
real analytic, normal coordinates have been constructed in the neighborhood of an arbitrary
point by decomposing the connection and metric components to the Taylor series. It has been
shown that normal coordinates generalize the Cartesian coordinates in the Euclidean space to
the case of manifolds with affine geometry of general type. Components of an arbitrary real
analytic tensor field in the neighborhood of each point can be expressed as power series with
coefficients constructed from the covariant derivatives, curvature and torsion tensors computed
at the decomposition point. The power series have been explicitly summed for constant cur-
vature spaces, and an expression for the metric in normal coordinates has been found. It has
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been shown that normal coordinates define the smooth surjective map of the Euclidean spaces
to constant curvature manifolds. Equations for extremals in the constant curvature spaces have
been explicitly integrated in normal coordinates. The relation between normal coordinates and
exponential map has been analyzed.

Keywords: normal coordinates, Gaussian coordinates, Riemannian coordinates
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