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�¢  ¡ §¨á  ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥  §ë¢ îâ ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨
®¨ ¯à¨¢®¤ïâáï ª á®¢¯ ¤¥¨î «¨¥©ë¬  ¢â®¬®àä¨§¬®¬ ¯à®áâà áâ¢  ¨ ®à¬¨à®¢ª®© í«¥¬¥-
â®¢. �§¢¥áâ®, çâ® ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢®, ¨¬¥îé¥¥ ¡¥§ãá«®¢ë© ¡ §¨á, «¨èì ¢ ¨áª«îç¨â¥«ìëå
á«ãç ïå ®¡« ¤ ¥â â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¢á¥ ¥£® ¡¥§ãá«®¢ë¥ ¡ §¨áë ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë [1]. � áâ âì¥
¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤«ï ¬¥âà¨§ã¥¬ëå ¯à®áâà áâ¢ ��eâ¥ ¨ á®¯àï¦¥ëå ª
¨¬.

1. �ãáâì ` | ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ç¨á¥« (tn)11 2 C á ¡¥§ãá«®¢ë¬
¡ §¨á®¬ ®àâ®¢ (en)11 , en = (�kn)1k=1, á ®à¬®© k � k, ¬®®â®®© ®â®á¨â¥«ì® ¡ §¨á , ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¥© ãá«®¢¨î kenk = 1 (á®ªà é¥® ` 2 �). � âà¨æã ç¨á¥«

(apn)P;N = fapn � 0 : p 2 P; n 2 Ng

 §ë¢ îâ ¬ âà¨æ¥© ��eâ¥, ¥á«¨ ¢ë¯®«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

8n j sup
p

apn > 0; 8p1; p2 9p;C > 0 j max(ap1n; ap2n) � Capn (n = 1; 2; : : : ):

�¢¥ ¬ âà¨æë  §ë¢ îâ íª¢¨¢ «¥âë¬¨ ((apn)P;N � (bqn)Q;N ), ¥á«¨

 ) 8p 9q; C j apn � Cbqn; ¡) 8q 9p;C j bqn � Capn (n = 1; 2; : : : ):

�à®áâà áâ¢®¬ ��eâ¥ (â¨¯  (`))  §ë¢ îâ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®

`((apn)P;N) = f(tn)
1
1 : (tnapn)

1
n=1 2 `; 8 p 2 Pg

á «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®© â®¯®«®£¨¥©, § ¤ ¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬®© ¯à¥¤®à¬

j(tn)
1

1 jp = k(tnapn)
1

n=1k (p 2 P);

£¤¥ ` 2 �, k � k ®§ ç ¥â ®à¬ã ¢ `,   (apn)P;N | ¬ âà¨æã ��eâ¥.
�ª¢¨¢ «¥âë¥ ¬ âà¨æë, ®ç¥¢¨¤®, ¯®à®¦¤ îâ ®¤® ¨ â® ¦¥ ¯à®áâà áâ¢®.
� ç áâ®áâ¨, ` 2 � ¥áâì ¯à®áâà áâ¢® �ñâ¥: ` = `((apn)P;N), £¤¥ apn � 1. �®®¡é¥ ¢áïª®¥

¡¥áª®¥ç®¬¥à®¥ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X, ¨¬¥îé¥¥ ¡¥§ãá«®¢ë© ¡ §¨á (xn)11 , ¨§®¬®àä® ¥-
ª®â®à®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã ��eâ¥ | ¨¬¥®, ¢¥ªâ®à®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã

` =
�
(tn)11 :

1X
1

tn
xn
kxnk

def= x 2 X

�

á ®à¬®© í«¥¬¥â  k(tn)11 k = kxk. �à®áâà áâ¢® ��eâ¥ ¬¥âà¨§ã¥¬® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
¥£® ¬®¦® § ¤ âì á ¯®¬®éìî áç¥â®© ¬ âà¨æë. �à¨¢¥¤¥¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¬®¦¥áâ¢  A ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ®¡®§ ç¨¬: jAj = f(jtnj)11 :
(tn)11 2 Ag. �á«¨ sup

A

jtnj > 0 ¯à¨ ¢á¥å n ¨ ¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥

8 (t0n)
1
1 ; (t00n)

1
1 2 A 9 (tn)11 2 A;C j max(jt0nj; jt

00
nj) � Cjtnj;
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â® ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì jAj ª ª ¬ âà¨æã ��eâ¥.
1) �á«¨ ! ¨ ' | ¬®¦¥áâ¢  (¢¥ªâ®àë¥ ¯à®áâà áâ¢ ) ¢á¥å ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©

¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢á¥å ä¨¨âëå ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©, â® ¬®¦® áç¨â âì

! = `1(j'j); ' = `1(j!j):

�à®áâà áâ¢  ��eâ¥ ! ¨ ' (  â ª¦¥ ¬ âà¨æë j!j ¨ j'j)  §ë¢ îâ ¢ëà®¦¤¥ë¬¨. �à®áâà áâ¢®
! ¬¥âà¨§ã¥¬®.

2) �ãáâì X | ®â¤¥«¨¬®¥ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà áâ¢® («. ¢. ¯.) á ®¯à¥¤¥«ïîé¥© á¨áâ¥-
¬®© ¯à¥¤®à¬ (j � jp)P . �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (xn)11 í«¥¬¥â®¢ X, ®â«¨çëå ®â ã«ï, ¯®à®¦¤ ¥â
¯à®áâà áâ¢® ��eâ¥ (¥ § ¢¨áïé¥¥ ®â ¢ë¡®à  ®¯à¥¤¥«ïîé¥© á¨áâ¥¬ë ¯à¥¤®à¬ ¢ X)

`((xn)11 ) = `((jxnjp)P;N) (` 2 �):

3) �¨¥©ë© ¥¯à¥àë¢ë© äãªæ¨® « x0 ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ��eâ¥ X à¥ «¨§ã¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ç¨-
á«®¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (un)11 , ®¡« ¤ îé¥© á¢®©áâ¢®¬: àï¤ ¢¨¤ 

hx; x0i =
1X
1

tnun (x = (tn)
1

1 2 X)

áå®¤¨âáï ¯à¨ «î¡®¬ x. � ª ¨§¢¥áâ® [2], á¨áâ¥¬  ¯à¥¤®à¬

jx0jx = jhx; x0ij =
���
1X
1

tnun
��� (x 2 X)

§ ¤ ¥â á« ¡ãî â®¯®«®£¨î �(X 0;X) ¢ á®¯àï¦¥®¬ ª X ¯à®áâà áâ¢e X 0. �®«®¦¨¬ ¤«ï ¯à®¨§-
¢®«ì®£® í«¥¬¥â  x0 = (un)11 2 X 0

jx0j�x =
1X
1

jtnj junj (x = (tn)
1

1 2 X):

�®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â®¯®«®£¨ï ��(X 0;X) (á®£« áãîé ïáï á â®© ¦¥ ¤¢®©áâ¢¥®áâìî) ¬ ¦®à¨àã¥â
á« ¡ãî â®¯®«®£¨î �(X 0;X).

� ¬¥ç ¨¥ 1. �á«¨ ` 2 �, â® â®¯®«®£¨ï ��(`0; `) ¢ `0 ¥ á¨«ì¥¥ ®à¬¨à®¢ ®©.

�à®áâà áâ¢® X 0 á â®¯®«®£¨¥© ��(X 0; X) ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ ��eâ¥ â¨¯  (`1):

(X 0; ��(X 0;X)) = `1(jXj):

4) �®ç¥ç®¥ «. ¢. ¯. X á  ¡á®«îâë¬ è ã¤¥à®¢áª¨¬ ¡ §¨á®¬ (xn)11 ¨§®¬®àä® ¯à®áâà áâ¢ã
��eâ¥ `1((xn)11 ) [3].

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï

�à¥¤«®¦¥¨¥. �à®áâà áâ¢® ��eâ¥ ¥áâì ®â¤¥«¨¬®¥ áç¥â®-¯®«®¥ «. ¢. ¯. á ¡¥§ãá«®¢ë¬

è ã¤¥à®¢áª¨¬ ¡ §¨á®¬ (en)11 .

� ç áâ®áâ¨, ¬¥âà¨§ã¥¬®¥ ¯à®áâà áâ¢® ��eâ¥ ï¢«ï¥âáï F -¯à®áâà áâ¢®¬. � ¬¥â¨¬, çâ® ¥
¢áïª®¥ F -¯à®áâà áâ¢® á ¡¥§ãá«®¢ë¬ ¡ §¨á®¬ ¨§®¬®àä® ¥ª®â®à®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã ��eâ¥.

2. � âà¨æã ��eâ¥ (apn)P;N  §ë¢ îâ
 ) ®à¬¨à®¢ ®©, ¥á«¨

9 p j inf
n
apn > 0 ¨ 8 p j sup

n
apn <1;

¡) ¯®çâ¨ ®à¬¨à®¢ ®©, ¥á«¨ ¬ âà¨æ  (�napn)P;N ®à¬¨à®¢   ¯à¨ ¥ª®â®àëå �n > 0;
¢) á¨¬¬¥âà¨ç®©, ¥á«¨ (apn)P;N � (ap�(n))P;N ¤«ï «î¡®© ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ¨¤¥ªá®¢ � : N ! N.
£) ¯®çâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®©, ¥á«¨

8� 9 (�n)11 j (apn)P;N � (�nap�(n))P;N :
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� ¬¥ç ¨¥ 2. �¢®©áâ¢   ), ¡), ¢), £) à á¯à®áâà ïîâáï   íª¢¨¢ «¥âë¥ ¬ âà¨æë,   á¢®©-
áâ¢  ¡) ¨ £) | â ª¦¥   ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë¥ ¬ âà¨æë (¤¢¥ ¬ âà¨æë (apn)P;N ¨ (bqn)Q;N  §ë¢ îâ
¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ (apn)P;N � (�nbqn)Q;N ¯à¨ ¥ª®â®àëå �n).

�«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¬ âà¨æë ��eâ¥ (apn)P;N ®¡®§ ç¨¬

�((apn)P;N) = f(tn)
1
1 : 9 p0 8 p 9C 8n

�� jtnjapn � Cap0ng;

�0((apn)P;N) = f(tn)11 : 8 p 9 p0; C 8n
�� jtnjapn � Cap0ng:

� ¯à¨¬¥à, �(j!j) = �(j'j) = ', �0(j!j) = �0(j'j) = !. �®¦¥áâ¢  �(�) ¨ �0(�), ®ç¥¢¨¤®, á®åà ïîâáï
¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª íª¢¨¢ «¥âë¬ ¨ ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë¬ ¬ âà¨æ ¬.

�¥¬¬  1 ([4]). �((apn)P;N) � `1 � �0((apn)P;N).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. Eá«¨ (tn)11 2 �((apn)P;N), â®

9 p0 8 p; 9C 8n
�� jtnjapn � Cap0n:

�á«¨ ap0n 6= 0, â®, ¯®« £ ï p = p0, ¯®«ãç¨¬ jtnj � C. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥  ©¤¥âáï p, ¯à¨ ª®â®à®¬
apn 6= 0. �®£¤  ¡ã¤¥â tn = 0, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (tn)11 2 `1, ç¥¬ ¤®ª § ® ¯¥à¢®¥ ¢ª«îç¥¨¥. �â®à®¥
¢ª«îç¥¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á¢®©áâ¢  ¬ âà¨æë ��eâ¥

8 p9 p0; C 8n j apn � Cap0n:

�¥¬¬  2 ([4]). � âà¨æ  (apn)P;N â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ¯®çâ¨ ®à¬¨à®¢  , ª®£¤ 

�((apn)P;N) = `1. �à¨ íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢® ��eâ¥ `((apn)P;N) ¨§®¬®àä® ¡  å®¢®¬ã ¯à®áâà -

áâ¢ã `.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¯à¨ ¥ª®â®àëå �n ¬ âà¨æ  (�napn)P;N ®à¬¨à®¢  , â® ¢ë¯®«ïîâáï
ãá«®¢¨ï

8 p 9C 8n j �napn � C; 9 p0; C0 j inf
n
�nap0n = C0 > 0:

�«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (tn)11 2 `1 ¨¬¥¥¬ tn�napn � C
C0
�nap0n ¨«¨, çâ® â®

¦¥ á ¬®¥, tnapn � C
C0
ap0n (n = 1; 2; : : : ). �â® ®§ ç ¥â (tn)11 2 �((apn)P;N), ¨ ¢ á¨«ã «¥¬-

¬ë 1 �((apn)P;N) = `1. �¡à â®, ¥á«¨ íâ® à ¢¥áâ¢® ¢ë¯®«ï¥âáï, â®, ¢ ç áâ®áâ¨, (1; 1; : : : ) 2
�((apn)P;N). �«¥¤®¢ â¥«ì®, 9 p0 8 p; 9C 8n j apn � Cap0n. �âáî¤  ¬®¦® § ª«îç¨âì, çâ® ap0n 6= 0
(n = 1; 2; : : : ). �®«®¦¨¢ �n = a�1p0n, ¯®«ãç ¥¬ �nap0n = 1, �napn � C (n = 1; 2; : : : ), â. ¥. ¬ âà¨æ 
(�napn)P;N ®à¬¨à®¢  . � ª ª ª ®  íª¢¨¢ «¥â  ¬ âà¨æ¥, á®áâ®ïé¥© ¨§ ®¤¨å ¥¤¨¨æ, â®
`((�napn)P;N) = ` ¨, â¥¬ ¡®«¥¥, ¯à®áâà áâ¢  `((apn)P;N) ¨ ` ¨§®¬®àäë.

�¥¬¬  3. �á«¨ ¬ âà¨æ  (apn)P;N ¥¢ëà®¦¤¥  ¨ ¯®çâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç , â® �0((apn)P;N) =
`1. �à¨ íâ®¬ «¨¡® �((apn)P;N) � c0, «¨¡® �((apn)P;N) = `1. �®á«¥¤¥¥ ¢ë¯®«ï¥âáï â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®áâà áâ¢® ��eâ¥ `((apn)P;N) ¬¥âà¨§ã¥¬®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ �0((apn)P;N) 6= `1, â® ¯® «¥¬¬¥ 1  ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
(t0nk)

1
1 2 �0((apnk )P;N) â ª ï, çâ® t0nk ! 1 (¯à¨ íâ®¬, ¥ ã¬¥ìè ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦® áç¨â âì,

çâ® ¨¤¥ªáë nk ¢®§à áâ îâ,   ¤®¯®«¨â¥«ì ï ¤® N ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (nk)11 ¡¥áª®¥ç ). �®§-
¬®¦ë ¤¢  á«ãç ï.

 ) �ãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (tnk)
1
1 =2 �0((apnk)P;N). � ª ª ª t0nk !1, â® ¬®¦® ¢ë¤¥-

«¨âì â ªãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (t0nkj )
1
1 , çâ®

jt0nkj j � jtnj j (j = 1; 2; : : : ):

�ãáâì � | ¯¥à¥áâ ®¢ª  ¨¤¥ªá®¢ â ª ï, çâ® �(nj) = nkj (j = 1; 2; : : : ). � ®¤®© áâ®à®ë, ¨¬¥¥¬

(t0nkj )
1

1 2 �0((apnkj )P;N) = �0((ap�(nj ))P;N):
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� ¤àã£®© áâ®à®ë,
(t0nkj )

1
1 =2 �0((apnj )P;N);

¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, �0((apn)P;N) 6= �0((ap�(n))P;N). � ª ª ª íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ® â®¬,
çâ® ¬ âà¨æ  (apn)P;N ¯®çâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç , â® á«ãç ©  ) ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ .

¡) (tnk)
1
1 2 �0((apnk )P;N), ª ª®¢  ¡ë ¨ ¡ë«  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (tnk)

1
1 , ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,

�0((apnk )P;N) = !. �®«®¦¨¢ �(nk) = nk, �(nk) = nk (k = 1; 2; : : : ), ¯®«ãç¨¬

�0((apnk)P;N) = �0((ap�(nk))P;N) = �0((apnk)P;N) = !:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® �0((apn)P;N) = !. �® íâ® ¤«ï ¯®çâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®© ¬ âà¨æë ¢®§¬®¦® «¨èì
¯à¨ ®¤®¬ ¨§ ¤¢ãå ãá«®¢¨©: (apn)P;N � ! ¨«¨ (apn)P;N � j'j, â. ¥. ¬ âà¨æ  ï¢«ï¥âáï ¢ëà®¦¤¥®©.
�¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ®, çâ® �0((apn)P;N) = `1.

�á«¨ �((apn)P;N) 6� c0, â®  ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (tn)11 2 �((apn)P;N), ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ -
é ï c0, â. ¥. â ª ï, çâ®

lim
n!1

jtnj > 0:

�®£¤  jtnk j > " ¤«ï ¥ª®â®à®£® " > 0 ¨ ¡¥áª®¥ç®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (nk)11 (á ¡¥áª®¥ç®© ¦¥
¤®¯®«¨â¥«ì®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî (nk)11 ). �ãáâì � | ¯¥à¥áâ ®¢ª , ¬¥ïîé ï ¬¥áâ ¬¨ nk ¨
nk, ¨ ¯ãáâì t0n = " (n = 1; 2; : : : ). �®£¤  (t0nk)

1
1 2 �((apnk )P;N), (t

0
nk
)11 = (t0�(nk))

1
1 2 �((ap�(nk))P;N) =

�((apnk)P;N) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (tn)
1
1 2 �((apn)P;N). �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® `1 � �((apn)P;N) ¨ ¢

á¨«ã «¥¬¬ë 1 �((apn)P;N) = `1.
�á«¨ ¯à®áâà áâ¢® ��eâ¥ `((apn)P;N) ¬¥âà¨§ã¥¬®, â® ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ç¨á«  �pn (p; n =

1; 2; : : : ) ¥ ã¡ë¢ îâ ¯® p. � ª ª ª ¬ âà¨æ  (apn)1p;n=1 ¥¢ëà®¦¤¥ , â® ¤«ï ¥ª®â®à®£® p  ©¤¥âáï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (nk)11 á ¡¥áª®¥çë¬ ¤®¯®«¥¨¥¬ (nk)11 ¨ â ª ï, çâ® apnk>0. �ãáâì, ª ª ¨
¢ëè¥, � | ¯¥à¥áâ ®¢ª , ¬¥ïîé ï ¬¥áâ ¬¨ nk ¨ nk, ¨ ¯ãáâì �n â ª®¢ë, çâ® ¬ âà¨æë (apn)1p;n=1

¨ (�napn)1p;n=1 íª¢¨¢ «¥âë. � ©¤ãâáï p1 > p ¨ C â ª¨¥, çâ® apn 6 Cap1�(n), ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
ap1nk > C�1apnk > 0. � ª ª ª ¨ ap1nk > apnk > 0, â® ap1n 6= 0 ¯à¨ ¢á¥å n. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï
«î¡®£® p2 > p1

lim
n!1

ap2n
ap1n

<1:

�®£¤  �((apn)1p;n=1) = `1. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥  ©¤ãâáï p2 ¨ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (nk)11 â ª¨¥,
çâ®

lim
k!1

ap2nk
ap1nk

=1:

�¬¥îâáï ¤¢¥ ¢®§¬®¦®áâ¨.
 ) �«ï «î¡®£® p3 > p2

lim
k!1

ap3nk
ap2nk

<1:

�®£¤  �((apnk )
1
p;k=1) = `1,   ¯®áª®«ìªã ¬ âà¨æ  (apn)1p;n=1 ¯®çâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç , â ª¦¥ ¨

�((apnk)
1
p;k=1) = `1, £¤¥ (nk)11 | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, ¤®¯®«¨â¥«ì ï ª (nk)11 . �«¥¤®¢ â¥«ì®,

�((apn)1p;n=1) = `1.
¡) � ©¤ãâáï p3 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (nkj )

1
1 â ª¨¥, çâ®

lim
j!1

ap3nkj
ap2nkj

=1:

�à®¤®«¦ ï íâ®â ¯à®æ¥áá, «¨¡® ã¡¥¤¨¬áï ¯®á«¥ ª®¥ç®£® ç¨á«  è £®¢ ¢ â®¬, çâ® �((apn)1p;n=1) =
`1, «¨¡® ¢ë¤¥«¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨¤¥ªá®¢ � � N ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (pk)11 , ®¡« ¤ îé¨¥
á¢®©áâ¢®¬

lim
n2�

apk+1;n
apk;n

=1 (k = 1; 2; : : : ):
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�¡®§ ç¨¬

tn = min
�
ap2n
ap1n

;
ap3n
ap2n

; : : : ;
apk+1n
apkn

�
(n 2 �; nk�1 6 n < nk; n0 = 1; k = 1; 2; : : : );

£¤¥ nk 2 � ¢ë¡¨à îâáï â ª, çâ® tn > k ¯à¨ nk�1 6 n < nk. �á«¨ â¥¯¥àì p ¯à®¨§¢®«ì® ¨ pk > p,
â®

jtnj 6
apk+1n
apkn

6
apk+1n
apn

;

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (tn)11 2 �0((apn)1p;n=1). �® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¤®ª § ®¬ã.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¬¥âà¨§ã¥¬®£® ¯à®áâà áâ¢  ��eâ¥ `((apn)1p;n=1) ¨¬¥¥¬ �((apn)1p;n=1) = `1.

�¡à â®, ¨§ íâ®£® ãá«®¢¨ï ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®áâà áâ¢® ¡  å®¢® ¨, â¥¬ ¡®«¥¥,
¬¥âà¨§ã¥¬®.

3. � ª ¨§¢¥áâ® [5], ¢ ¢ëà®¦¤¥ëå ¯à®áâà áâ¢ å ��eâ¥ ! ¨ ' (¨ â®«ìª® ¢ ¨å) ¢á¥ ¡¥§ãá«®¢-
ë¥ ¡ §¨áë íª¢¨¢ «¥âë. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ ¬¥âà¨§ã¥¬ë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨
á®¯àï¦¥ë¥ ª ¨¬. � ®á®¢¥ ¤ «ì¥©è¥£® «¥¦¨â

�¥¬¬  4 ([1] (á¬. â ª¦¥ [6]{[10])). �  å®¢® ¡¥áª®¥ç®¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ¯à¥¤íª¢¨¢ -
«¥âë¬¨ ¡¥§ãá«®¢ë¬¨ ¡ §¨á ¬¨ ¨§®¬®àä® ®¤®¬ã ¨§ ¯à®áâà áâ¢ `1, `2, c0.

�¥®à¥¬  1. � ¬¥âà¨§ã¥¬®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ��eâ¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ¢á¥ ¡¥§ãá«®¢ë¥

¡ §¨áë ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë, ª®£¤  ®® ¨§®¬®àä® ®¤®¬ã ¨§ ¯à®áâà áâ¢ !, `1, `2, c0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ ¯à®áâà áâ¢ . �§ â®£®, çâ® ¢
¯à®áâà áâ¢¥ `((apn)1p;n=1) ¡ §¨á ®àâ®¢ ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥â¥ «î¡®© á¢®¥© ¯¥à¥áâ ®¢ª¥, á«¥¤ã¥â, çâ®
¬ âà¨æ  (apn)1p;n=1 ¯®çâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç . �® «¥¬¬¥ 3 § ª«îç ¥¬, çâ® �((apn)1p;n=1) = `1. �®£¤ 
`((apn)1p;n=1) ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2 ¨§®¬®àä® ¯à®áâà áâ¢ã `,   ¯® «¥¬¬¥ 4 | ®¤®¬ã ¨§ ¯à®áâà áâ¢
`1, `2, c0. �¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ [5] ¨ «¥¬¬¥ 4.

�¥¬¬  5. �á«¨ ` 2 � ¨ `0 2 �, â® ¡¥§ãá«®¢ë© ¡ §¨á ¢ ` (á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ `0) ï¢«ï¥âáï
â ª¦¥ ¡¥§ãá«®¢ë¬ ¡ §¨á®¬ ¢ á« ¡®© â®¯®«®£¨¨ �(`; `0) (á®®â¢¥âáâ¢¥® �(`0; `)) ¨  ®¡®à®â.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, à §«®¦¥¨¥ ¯® ¡ §¨áã ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  ¯à®áâà áâ¢  ¡¥§ãá«®¢® áå®-
¤¨âáï ¢ á« ¡®© â®¯®«®£¨¨,   ¥¤¨áâ¢¥®áâì à §«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ª®íää¨æ¨¥âë¥
äãªæ¨® «ë ¡ §¨á  á« ¡® ¥¯à¥àë¢ë ( ¯à., [2], á. 55), â. ¥. ¡ §¨á ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ á« ¡ë¬
¡ §¨á®¬. �¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ ([11], á. 622).

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ â®¯®«®£¨ï � ¢ ®¤®¬ ¨§ ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ `, `0 á« ¡¥¥ ¨áå®¤®©,
® ¬ ¦®à¨àã¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî á« ¡ãî â®¯®«®£¨î �(`; `0) ¨«¨ �(`0; `) ¨ ¥á«¨ ¤¢  ¡ §¨á  íâ®£®
¯à®áâà áâ¢  íª¢¨¢ «¥âë ¢ â®¯®«®£¨¨ � , â® ®¨ â ª¦¥ íª¢¨¢ «¥âë ¢ ¨áå®¤®© ¨ á« ¡®©
â®¯®«®£¨ïå.

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£® ä ªâ , çâ® ¡ §¨áë¥ àï¤ë á ®¤¨ ª®¢ë¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨
ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ®¤®¢à¥¬¥® áå®¤ïâáï ¨«¨ à áå®¤ïâáï ¢® ¢á¥å âà¥å â®¯®«®£¨ïå.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì X 0 = (X 0; ��(X 0; X)) | ¯à®áâà áâ¢® ��eâ¥, á®¯àï¦¥®¥ ª ¥¢ëà®-

¦¤¥®¬ã ¬¥âà¨§ã¥¬®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã ��eâ¥ X = `((apn)1p;n=1), £¤¥ `0 2 � ¨ `0 6= c0. � ¯à®-

áâà áâ¢¥ X 0 ¢á¥ ¡¥§ãá«®¢ë¥ è ã¤¥à®¢áª¨¥ ¡ §¨áë ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  ®® ¨§®¬®àä® ®¤®¬ã ¨§ ¯à®áâà áâ¢ (`1; ��(`1; c0)) ¨«¨ (`2; ��(`2; `2)).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ X 0 = `1(jXj) ¢á¥ ¡¥§ãá«®¢ë¥ è ã¤¥à®¢áª¨¥ ¡ §¨áë
¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë, â® ¬ âà¨æ  jXj,   § ç¨â, ¨ ¬ âà¨æ  (apn)1p;n=1 ¯®çâ¨ á¨¬¬¥âà¨çë. �à¨¬¥ïï
«¥¬¬ë 2 ¨ 3,  ©¤¥¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® X ¨§®¬®àä® `. � á¨«ã «¥¬¬ë 5 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¢á¥ ¡¥§-
ãá«®¢ë¥ ¡ §¨áë ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ X 0 = `0 ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë. �® «¥¬¬¥ 4 X 0 ¨§®¬®àä® ®¤®¬ã
¨§ ¯à®áâà áâ¢ `1, `2, c0. �®á«¥¤¥¥ ¨áª«îç ¥âáï, â. ª. ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¯®«ãç¨«¨ ¡ë `0 = c0.
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, X 0 ¨§®¬®àä® «¨¡® ¯à®áâà áâ¢ã (`1; ��(`1; c0)) = `1(jc0j), «¨¡® ¯à®áâà áâ¢ã
(`2; ��(`2; `2)) = `1(j`2j).

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢á¥ ¡¥§ãá«®¢ë¥ è ã¤¥à®¢áª¨¥ ¡ §¨áë ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ íâ¨å ¯à®áâà áâ¢
¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 4 á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® ¡ §¨áë ¯à®áâà áâ¢ `1 ¨ `2 ï¢«ï-
îâáï ¡ §¨á ¬¨ â ª¦¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®¯®«®£¨ïå �� ¨ ®¡à â®, ¨   «®£¨çë¬ á¢®©áâ¢®¬
®¡« ¤ ¥â ®â®è¥¨¥ ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¡ §¨á®¢.

� ¬¥ç ¨¥ 3. � ¯à®áâà áâ¢¥ (c0; ��(c0; `1)) = `1(j`1j), ¥ ï¢«ïîé¥¬áï á®¯àï¦¥ë¬ ª ¬¥-
âà¨§ã¥¬®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã ��eâ¥ [12], ª ª ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å (`1; ��(`1; c0)) ¨ (`2; ��(`2; `2)), ¢á¥ ¡¥§-
ãá«®¢ë¥ è ã¤¥à®¢áª¨¥ ¡ §¨áë ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë. �®ª § â¥«ìáâ¢®   «®£¨ç® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã.
�® ¦¥ ®â®á¨âáï ¨ ª ª ¦¤®¬ã ¨§ ¯à®áâà áâ¢ (`1; �(`1; c0)), (`2; �(`2; `2)), (c0; �(c0; `1)), á®¯àï¦¥-
ëå á®®â¢¥âáâ¢¥® ª `1, `2 ¨ c0, ¥ ï¢«ïîé¨åáï ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ��eâ¥.

� ¬¥ç ¨¥ 4. �á«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2, á®£« á® ª®â®à®¬ã `0 2 �, áãé¥áâ¢¥®.

�à¨¬¥à. � ¯à®áâà áâ¢¥ ��eâ¥ (`1; ��(`1; `1)) ¢á¥ ¡¥§ãá«®¢ë¥ è ã¤¥à®¢áª¨¥ ¡ §¨áë ¯à¥¤-
íª¢¨¢ «¥âë.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, è ã¤¥à®¢áª¨© ¡¥§ãá«®¢ë© ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ `1 á â®¯®«®£¨¥© ��(`1; `1)
®áâ ¥âáï â ª®¢ë¬ ¨ ¢ â®¯®«®£¨¨ �(`1; `1). �¡à â®¥ â ª¦¥ ¢¥à®, ¨¡®, ª ª ¥âàã¤® ¯à®¢¥à¨âì,
áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ í«¥¬¥â®¢ ¯à®áâà áâ¢  `1 ¢ â®¯®«®£¨¨ �(`1; `1) á®¢¯ ¤ ¥â á®
áå®¤¨¬®áâìî ¢ â®¯®«®£¨¨ ��(`1; `1). �®íää¨æ¨¥âë¥ äãªæ¨® «ë á« ¡®£® ¡ §¨á  ¢ `1 ®¡à -
§ãîâ á« ¡ë© ¡ §¨á ¢ `1,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¡ §¨á ¢ ¨áå®¤®© ¡  å®¢®© â®¯®«®£¨¨, ¯à¨ç¥¬ ¤ ®¥
à ááã¦¤¥¨¥ ®¡à â¨¬®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, áãé¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã
è ã¤¥à®¢áª¨¬¨ ¡¥§ãá«®¢ë¬¨ ¡ §¨á ¬¨ ¢ (`1; ��(`1; `1)) ¨ ¡¥§ãá«®¢ë¬¨ ¡ §¨á ¬¨ ¢ `1, ª®â®à®¥
à á¯à®áâà ï¥âáï â ª¦¥   íª¢¨¢ «¥âë¥ (¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë¥) ¡ §¨áë. �áâ ¥âáï ¯à¨¬¥¨âì
«¥¬¬ã 4.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. � ¯à®áâà áâ¢¥ ��eâ¥ X 0, á®¯àï¦¥®¬ ª ¬¥âà¨§ã¥¬®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã ��eâ¥
X, ¢á¥ ¡¥§ãá«®¢ë¥ è ã¤¥à®¢áª¨¥ ¡ §¨áë ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  X 0

¨§®¬®àä® ®¤®¬ã ¨§ ¯à®áâà áâ¢ ', (`1; ��(`1; c0)), (`2; ��(`2; `2)), (`1; ��(`1; `1)).

�¥«¥á®®¡à §® à áá¬ âà¨¢ âì ¤¢¥ à §®¢¨¤®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢ ��eâ¥ `((apn)P;N) á ¯®çâ¨ á¨¬-
¬¥âà¨ç®© ¬ âà¨æ¥©, ¤«ï ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢¥® �((apn)P;N) = `1 ¨ �((apn)P;N) 6= `1 ¨«¨, çâ®
â® ¦¥ á ¬®¥, �((apn)P;N) � c0. �à®áâà áâ¢  ¯¥à¢®£® à®¤  á ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë¬¨ ¡¥§ãá«®¢ë¬¨
¡ §¨á ¬¨ ¨áç¥à¯ë¢ îâáï ¡  å®¢ë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ `1, `2, c0. �à®áâà áâ¢ ¬¨ ¢â®à®£® à®-
¤  ï¢«ïîâáï, ¢ ç áâ®áâ¨, ! ¨ '. �¥¨§¢¥áâ®, áãé¥áâ¢ãîâ «¨ ¯à®áâà áâ¢  ��eâ¥ ¢â®à®£® à®¤ 
á ¯à¥¤íª¢¨¢ «¥âë¬¨ ¡¥§ãá«®¢ë¬¨ ¡ §¨á ¬¨,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ¥ ¨§®¬®àäë¥ ¨ ®¤®¬ã ¨§
¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ !, ', `1, `2, c0, `1.
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