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� à ¡®â å [1]{[5] ¡ë«  à §à ¡®â ­  â¥®à¨ï â ª¨å  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ëå ¯à®æ¥áá®¢, ¢ ª®â®àëå
¢ à áç¥â ¯à¨­¨¬ ¥âáï ­¥ â®«ìª® áå®¤¨¬®áâì  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å  £à¥£ â®¢ ª ¯à¨¡«¨¦ ¥¬®¬ã
í«¥¬¥­âã, ­® ¨ ¢¥«¨ç¨­ë á ¬¨å  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å  £à¥£ â®¢. �à¨ íâ®¬ ¢¥«¨ç¨­ë  ¯¯à®ªá¨-
¬¨àãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ ¨§¬¥àïîâáï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¢ ¬¥âà¨ª¥, ®â«¨ç îé¥©áï ®â â®©, ¢ ª®â®à®©
¢¥¤¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï. � ¨¡®«¥¥ ¯®«­®¥ ¨§«®¦¥­¨¥ íâ¨å ¢®¯à®á®¢ ¨¬¥¥âáï ¢ [4] ¨ ([5], x 2).
� [6] íâ  â¥®à¨ï à á¯à®áâà ­¥­  ­  á«ãç ©, ª®£¤  ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ ¤®«¦­® ¯à®¨áå®¤¨âì á ­ ¯¥-
à¥¤ § ¤ ­­®© áª®à®áâìî; §¤¥áì ¢ à áç¥â ¯à¨­¨¬ «¨áì ¢¥«¨ç¨­ë ¨¬¥­­® â¥å  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å
í«¥¬¥­â®¢, ª®â®àë¥ ®áãé¥áâ¢«ïîâ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ á § ¤ ­­®© áª®à®áâìî. �® ¢á¥å íâ¨å à ¡®â å
 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¢¥« áì í«¥¬¥­â ¬¨ ª ª®£®-â® «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ . �ª § ­­ ï â¥®à¨ï
¨¬¥«  ¤®áâ â®ç­® ¬­®£®®¡à §­ë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ®ª § « áì ¯®«¥§­®© ¯à¨ ¨§ãç¥-
­¨¨ ¢ ¦­®£® ¤«ï â¥®à¨¨  ­ «¨â¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨© ¯®­ïâ¨ï  ­ «¨â¨ç¥áª®© ¥¬ª®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¨
à §«¨ç­ëå ¬®¤¨ä¨ª æ¨© íâ®£® ¯®­ïâ¨ï. �â¨ ¢®¯à®áë ¯®¤à®¡­® à §¡¨à îâáï ¢ [5], £¤¥ ¨¬¥¥â-
áï ®¡è¨à­ ï ¡¨¡«¨®£à ä¨ï. �àã£¨¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ãª § ­­®© â¥®à¨¨ ¨§«®¦¥­ë ¢ [4], â ¬ â ª¦¥
¤ ­ë ¯®¤à®¡­ë¥ ¡¨¡«¨®£à ä¨ç¥áª¨¥ ááë«ª¨. � ¤ ­­®© áâ âì¥ â¥®à¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, á ãç¥â®¬
¢¥«¨ç¨­  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å í«¥¬¥­â®¢, à á¯à®áâà ­ï¥âáï ­  á«ãç ©, ª®£¤   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¢¥-
¤¥âáï í«¥¬¥­â ¬¨ ­¥ª®â®à®£® ¢ë¤¥«¥­­®£® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ª«¨­ ,   ­¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ , ª ª íâ®
¤¥« «®áì ¯à¥¦¤¥.

�â¨¬ã«®¬ ª à áá¬®âà¥­¨î ¯®¤®¡­ëå § ¤ ç á«ã¦¨â ¢®§¬®¦­®áâì ¨§ãç¨âì ­  ¨å ®á­®¢¥ ­®-
¢ë¥ ¯®«¥§­ë¥ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¯®­ïâ¨ï  ­ «¨â¨ç¥áª®© ¥¬ª®áâ¨. �â¨ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¡ã¤ãâ ¯®¤à®¡­®
¨§«®¦¥­ë ¢ ¤àã£®© ­ è¥© à ¡®â¥, ®â¯à ¢­ë¬ ¯ã­ªâ®¬ ª®â®à®© ï¢ïâáï á®®â­®è¥­¨ï x 4 ¤ ­­®©
áâ âì¨.

1. �¥®à¥¬  ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ � àª ¢¨ ¢ á«ãç ¥ ¢ë¯ãª«®£®,
­® ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á¨¬¬¥âà¨ç­®£® äã­ªæ¨®­ « 

� áá¬®âà¨¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X, ¨ ¯ãáâì X 0 | ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å «¨­¥©-
­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­ ¤ X. � X § ¤ ­ ¢ë¯ãª«ë© ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© äã­ªæ¨®­ « r(x), r(x) � 0
(äã­ªæ¨®­ « r(x) ¢ë¯ãª«ë©, ¥á«¨ 8x1; x2 r(x1+x2) � r(x1)+r(x2) ¨ 8� r(�x) = �r(x)). � ¤ ­®
â ª¦¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® E � X, ¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® í«¥¬¥­â  ! 2 X à áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç 
­ ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï

inf
x2E

r(! � x): (1.1)

� á«ãç ¥, ¥á«¨ X | ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,   r(x) | ­®à¬  ¢ X, â® § ¤ ç  (1.1) ¥áâì
®¡ëç­ ï § ¤ ç  ­ ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï. � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ®­  ®á«®¦­¥­  â¥¬, çâ® r(x) ­¥
¯à¥¤¯®« £ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬, â. ¥., ¢®®¡é¥ £®¢®àï, r(�x) 6= r(x). � è  ¡«¨¦ ©è ï æ¥«ì |

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©,

£à ­â ò 01-01-00608.
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¢ë¢¥áâ¨ ¤¢®©áâ¢¥­­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï ¤«ï (1.1). � á«ãç ¥, ª®£¤  E | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®
­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X,   r(x) | ­®à¬  ¢ X, ¤¢®©áâ¢¥­­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï ¡ë«¨ ¢ë¢¥¤¥-
­ë ¢ å®à®è® ¨§¢¥áâ­ëå ª« áá¨ç¥áª¨å à ¡®â å �.�.�à¥©­  [7] ¨ �.�.�¨ª®«ìáª®£® [8]. � à ¡®â¥
�.�. � àª ¢¨ [9] íâ¨ á®®â­®è¥­¨ï ¡ë«¨ ®¡®¡é¥­ë ­  á«ãç ©, ª®£¤  E | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®
¢ ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X. � [5] à áá¬®âà¥­  § ¤ ç  (1.1), ª®£¤  E | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®-
áâà ­áâ¢®,   r(x), ª ª ¨ á¥©ç á, | ¢ë¯ãª«ë© äã­ªæ¨®­ « (á¨¬¬¥âà¨ç­®áâì r(x) ­¥ ¯à¥¤¯®« £ -
¥âáï). � è  ¡«¨¦ ©è ï æ¥«ì | à á¯à®áâà ­¨âì â¥®à¥¬ã � àª ¢¨ ­  § ¤ çã (1.1). �§«®¦¥­¨¥
¡ã¤¥â ¢¥áâ¨áì ¯® ¯« ­ã ([10], x 3), £¤¥ ¨§« £ « áì â¥®à¥¬  � àª ¢¨, ¨ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì ­¥ª®-
â®àë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨§ ([5], x 2). �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï:

R(r;M) = fl 2 X 0; l(x) �Mr(x) 8x 2 Xg; M � 0 | ª®­áâ ­â ;

R(r) =
S
M

R(r;M); klk = infM : l 2 R(r;M); l 2 R(r): (1.2)

�¥¬¬  1.1. �ãáâì l 2 R(r) ¨ ¢ X § ¤ ­  £¨¯¥à¯«®áª®áâì

� = fx 2 X : l(x) = 1g: (1.3)

�®£¤ 

inf
x2�

r(x) =
1
klk

: (1.4)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¥¥¬ 1 = l(x) � klkr(x) 8x 2 � ¨, §­ ç¨â,

inf
x2�

r(x) �
1
klk

: (1.5)

� á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï klk 8" > 0 ­ ©¤¥âáï í«¥¬¥­â y", ¤«ï ª®â®à®£®

l(y") � (klk � ")r(y"): (1.6)

�¥ ¬®¦¥â ¡ëâì, çâ® ¤«ï ¢á¥å y, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (1.6), l(y) = 0, â. ª. â®£¤  ¤®«¦­® ¡ëâì
r(y) = 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ¢á¥å x 2 X ¡ã¤¥â ¢ë¯®«­ïâìáï ­¥à ¢¥­áâ¢®, ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¥
(1.6), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨«® ¡ë ®¯à¥¤¥«¥­¨î klk. �â ª, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® l(y") > 0, â®£¤  x" =
y"
l(y")

2 � ¨

r(x") =
r(y")
l(y")

�
l(y")

(klk � ")l(y")
=

1
klk � "

: (1.7)

�®¯®áâ ¢«¥­¨¥ (1.5) ¨ (1.7) ¤ ¥â (1.4).

�¥®à¥¬  1.1 (®¡®¡é¥­­ ï â¥®à¥¬  ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ � àª ¢¨). �ãáâì E � X | ¢ë¯ãª«®¥

¬­®¦¥áâ¢®, ! 2 X | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â ¨ d | ­¨¦­ïï £à ­ì ¢ (1:1). �¯à¥¤¥«¨¬ á«¥-

¤ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢:

E�
0 (!) = fl 2 R(r; 1) : inf

x2E
l(! � x) � 0g;

E�(!) = fl 2 R(r) : inf
x2E

l(! � x) � 1g; (1.8)

E�
1 (!) = fl 2 R(r) : inf

x2E
l(! � x) = 1g:

�á¥£¤ 

d = max
l2E�

0
(!)

inf
x2E

l(! � x): (1.9)

�á«¨ ¦¥ d > 0, â®

d = max
l2E�(!)

�
1
klk

�
= max

l2E�
1
(!)

�
1
klk

�
: (1.10)
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�¡®§­ ç¥­¨¥ max ¢¬¥áâ® sup ¢ (1:9) ¨ (1:10) ®§­ ç ¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ íªáâà¥¬ «ì­ëå äã­ª-

æ¨®­ «®¢ l ¢ íâ¨å á®®â­®è¥­¨ïå.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ á¨âã æ¨î, ª®£¤  d > 0. �®áâà®¨¬ (®âªàëâë©) \è à" S(!; d)
á æ¥­âà®¬ ¢ ! ¨ à ¤¨ãá®¬ d

S(!; d) = fx 2 X : r(! � x) < dg: (1.11)

�¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ! ï¢«ï¥âáï C-¢­ãâà¥­­¥© â®çª®© S(!; d) (á¬. [11], á. 445). �®áª®«ìªã
¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® S ®¡« ¤ ¥â C-¢­ãâà¥­­¥© â®çª®© ¨ ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á ¢ë¯ãª«ë¬ ¬­®¦¥-
áâ¢®¬ E, â® íâ¨ ¤¢  ¬­®¦¥áâ¢  ¬®¦­® à §¤¥«¨âì £¨¯¥à¯«®áª®áâìî � ([11], á. 446; á¬. â ª¦¥ [12]).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, 9L 2 X 0 â ª®©, çâ®

� = fx : L(x) = const = Cg; L(x) � C : x 2 S(!; d); L(x) � C : x 2 E: (1.12)

�  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¤«ï x 2 S ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áâà®£®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

L(x) > C : x 2 S = S(!; d): (1.13)

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ¤«ï x0 2 S ¡ã¤¥â L(x0) = C. �®áª®«ìªã L 6� 0, â® 9y0 2 X
â ª®©, çâ® L(y0) < 0. �à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «®¬ t > 0 í«¥¬¥­â x0 + ty0 2 S, â. ª. r(! � (x0 + ty0)) �
r(!� x0) + tr(�y0) < d. �¤­ ª® L(x0 + ty0) = L(x0) + tL(y0) < C, ¯®áª®«ìªã tL(y0) < 0. �® íâ®£®
­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¤«ï â®çª¨ ¨§ S ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï à §¤¥«¥­¨ï (1.12). � ç áâ­®áâ¨, L(!) > C ¨ ¤«ï
x 2 S ¨¬¥¥¬

L(! � x) = L(!)� L(x) < L(!)� C = C1; C1 > 0: (1.14)

�®«®¦¨¬ y = ! � x, â®£¤  ¨§ (1.14) ¯®«ãç¨¬

r(y) < d =) L(y) < C1: (1.15)

Ho 8y 2 X ¨ 8" > 0 ¢¥ªâ®à dy

r(y)+"
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î r

�
dy

r(y)+"

�
< d ¨, §­ ç¨â, L

�
dy

r(y)+"

�
< C1,

L(y) < C1

d
(r(y) + "). � ª®­¥æ, 8y 2 X

L(y) �
C1

d
r(y): (1.16)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, L 2 R
�
r; C1

d

�
� R(r). �¥à¥¯¨è¥¬ (á¬. (1.14)) ãà ¢­¥­¨¥ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ � (1.12)

L(! � x) = C1 > 0 : x 2 � (1.17)

¨ ¯®«®¦¨¬ l0 = L

C1

. �®£¤  ¨¬¥¥¬

� : l0(! � x) = 1: (1.18)

�«ï ! ¯®«ãç¨¬ l0(! � !) = 0 < 1,   ¤«ï x 2 E (E «¥¦¨â ¯® ¤àã£ãî áâ®à®­ã ®â �, ç¥¬ !) ¡ã¤¥â

l0(! � x) � 1: (1.19)

� á¨«ã (1.19) l0 2 E�(!). �«ï «î¡®£® l 2 E�(!) ¨ 8x 2 E ¨¬¥¥¬

1 � l(! � x) � klkr(! � x) =) d = inf
x2E

r(! � x) �
1
klk

:

� ª¨¬ ®¡à §®¬,

d � sup
l2E�(!)

�
1
klk

�
�

1
kl0k

= inf
x2�

r(! � x): (1.20)
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�®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¢ (1.20) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ á¨«ã ãà ¢­¥­¨ï (1.18) ¨ «¥¬¬ë 1.1. �®ª ¦¥¬, çâ®
inf ¢ (1.20) ¥áâì d. �á«¨ ¡ë inf

x2�
r(! � x) < d, â® 9x� 2 � â ª®©, çâ® r(! � x�) < d (¨, §­ ç¨â,

x� 2 S). �® â®£¤  ¢ á¨«ã (1.15) ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï l0 ¡ã¤¥â

l0(! � x�) =
1
C1

L(! � x�) <
1
C1

� C1 = 1;

ç¥£® ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì, â. ª. x� 2 �,   â ¬ ¢ë¯®«­ï¥âáï (1.18). �ë ¤®ª § «¨ ¯¥à¢®¥ ¨§ à ¢¥­áâ¢
(1.10). �â®¡ë ¤®ª § âì ¢â®à®¥, § ¬¥â¨¬ ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® â. ª. E�

1(!) � E�(!), â® ¢â®à®© ¨§ max
¢ (1.10) ­¥ ¡®«ìè¥ ¯¥à¢®£®. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨ inf

x2E
l(!�x) = p > 1 ¤«ï l 2 E�(!), â® l1 = l

p
2

E�
1(!) ¨ kl1k =

klk
p
< klk, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢â®à®© max ¢ (1.10) ­¥ ¬¥­ìè¥ ¯¥à¢®£®. �®®â­®è¥­¨¥

(1.10) ¤®ª § ­® ¯®«­®áâìî. �á«¨ â¥¯¥àì l 2 E�
1 (!), â® � = l

klk
2 E�

0 (!) ¨ inf
x2E

�(! � x) = 1
klk
.

�®íâ®¬ã

max
�2E�

0
(!)

inf
x2E

�(! � x) � max
l2E�

1
(!)

�
1
klk

�
= d: (1.21)

� ®¡®à®â, ¯ãáâì � 2 E�
0(!) ¨ m(�) = inf

x2E
�(! � x). � á¨«ã (1.21) ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï d > 0, ¯à¨

ª®â®à®¬ ¯®ª  ¢¥¤¥âáï à ááã¦¤¥­¨¥, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® m(�) > 0 (áâà®£®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®). �®£¤ 
l = �

m(�)
2 E�

1 (!). � ª ª ª � 2 R(r; 1), â® k�k � 1, ¨ ¯®íâ®¬ã 1
klk

� m(�). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

max
�2E�

0
(!)

inf
x2E

�(! � x) � max
l2E�

1
(!)

�
1
klk

�
= d: (1.22)

�§ (1.21) ¨ (1.22) á«¥¤ã¥â (1.9) ¯®ª  ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ d > 0. �á«¨ d = 0, â® ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢ 

l(! � x) � r(! � x) : l 2 R(r; 1); x 2 E; (1.23)

á«¥¤ã¥â

max
l2E�

0
(!)

inf
x2E

l(! � x) � inf
x2E

r(! � x) = 0: (1.24)

�à¨ l � 0 â¥¯¥àì ¢ (1.24) à¥ «¨§ã¥âáï à ¢¥­áâ¢®.

2. �¯¥æ¨ «ì­ë¥ á«ãç ¨. �¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï í«¥¬¥­â ¬¨ ª«¨­ 

�ãáâì ¢ § ¤ ç¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä  ¬­®¦¥áâ¢® E | ª«¨­. (� ¯®¬­¨¬, çâ® ¢ë¯ãª«®¥
¬­®¦¥áâ¢® E ­ §ë¢ ¥âáï ª«¨­®¬, ¥á«¨ �E � E 8� � 0. �®­ãá®¬ ­ §ë¢ ¥âáï â ª®© ª«¨­ E, çâ®
¨§ ¢ª«îç¥­¨© x 2 E ¨ �x 2 E á«¥¤ã¥â, çâ® x| ­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ¯à®áâà ­áâ¢  [13].) � áá¬®âà¨¬
á«¥¤ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢:

E+ = fl 2 X 0 : l(x) � 0; x 2 Eg;

E� = fl 2 X 0 : l(x) � 0; x 2 Eg:
(2.1)

�¥®à¥¬  2.1. �ãáâì E | ª«¨­ ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X. �¬¥¥â ¬¥áâ®

á®®â­®è¥­¨¥ ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ 8! 2 X

d = inf
x2E

r(! � x) = max
l2R(r;1)\E�

l(!): (2.2)

�á«¨ d > 0, â®

d = max
1
klk

: l 2 R(r) \E� ¨ l(!) = 1: (2.3)

� á«ãç ¥, ª®£¤  E | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ X, ¢ ä®à¬ã« å (2:2) ¨ (2:3) ­ ¤® E� § ¬¥­¨âì

­  E? |  ­­ã«ïâ®à E.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ inf
x2E

l(! � x) � 0, â® l(x) � l(!), x 2 E. �® ¯®áª®«ìªã E | ª«¨­, íâ®

¢®§¬®¦­®, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, «¨èì â®£¤ , ª®£¤  l 2 E�. B íâ®¬ á«ãç ¥

inf
x2E

l(! � x) = inf
x2E

[l(!)� l(x)] = l(!) (2.4)

¤®áâ¨£ ¥âáï ¯à¨ x = 0. �­ ç¨â, E�
0 (!) = R(r; 1) \ E�,   E�

1(!) = R(r) \ E� ¨ l 2 E�
1 (!) ã¤®-

¢«¥â¢®àï¥â ¢ á¨«ã (2.4) ¤®¯®«­¨â¥«ì­® ãá«®¢¨î l(!) = 1. �®íâ®¬ã (1.9) â¥¯¥àì ®¡à é ¥âáï ¢
(2.2),   (1.10) ¢ (2.3). � á«ãç ¥, ª®£¤  ª«¨­ E ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬, ïá­®, çâ®
E� = E?.

� á«ãç ¥, ª®£¤  r(x) | ­®à¬  ¢ X,   E | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, á®®â­®è¥­¨ï (2.2)
¨ (2.3), £¤¥ ¢¬¥áâ® E� ä¨£ãà¨àã¥â E?, | ª« áá¨ç¥áª¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ â¥®à¨¨
­ ¨«ãçè¨å ¯à¨¡«¨¦¥­¨© á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ ä®à¬¥ �.�.�¨ª®«ìáª®£® [8] ¨ �.�. �à¥©­  [7]. � -
¤ çã ­ ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ¢ ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ í«¥¬¥­â ¬¨ ª®­ãá  ¢®§¬®¦-
­® ¯¥à¢ë¬ à áá¬®âà¥« �. �®¤¨­¨ [14]. �ï¤ á¢ï§ ­­ëå á íâ¨¬ ¢®¯à®á®¬ à¥§ã«ìâ â®¢ ¨¬¥¥âáï ã
�.�.� ¬¨­áª®£® [15], [16]. �«¨§ª¨¥ § ¤ ç¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ á ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ­ 
ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨¡«¨¦ îé¨å  £à¥£ â®¢ à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ àï¤¥ à ¡®â �.�. �®«ìèâ¥©­ , ¯®-
¤ëâ®¦¥­­ëå ¢ ¥£® ¬®­®£à ä¨¨ [17].

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¨­â¥à¯à¥â æ¨î § ¤ ç¨ ­ ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï, ª®£¤  ¨§¬¥àïîé¨© ¢ë-
¯ãª«ë© äã­ªæ¨®­ « r(x) á¢ï§ ­ á ­¥ª®â®àë¬ ª®­ãá®¬ K. �®«ãç¥­­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï ï¢ïâáï ®¡-
®¡é¥­¨¥¬ á®®â­®è¥­¨© (2.38){(2.39) áâ âì¨ [5], ¢ ª®â®àëå E ¡ë«® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ (á¥©ç á E
| ª«¨­).

�¥¬¬  2.1. �ãáâì K | ª®­ãá ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X, á®¤¥à¦ é¨©

C-¢­ãâà¥­­îî â®çªã x0. �®«®¦¨¬

K0 = K � x0; (2.5)

¨ ¯ãáâì r0(x) | äã­ªæ¨®­ « �¨­ª®¢áª®£® (®¯®à­ë© äã­ªæ¨®­ «) ¤«ï K0. �®£¤  r0(x) | ­¥®-

âà¨æ â¥«ì­ë© ¢ë¯ãª«ë© äã­ªæ¨®­ « ¢ X, ¯à¨ç¥¬

r0(x) = 0 : x 2 K; r0(�x0) = 1: (2.6)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯®à­®£® äã­ªæ¨®­ « 

r0(x) = inf t : t > 0; x 2 tK0: (2.7)

�®áª®«ìªã tK0 = t(K � x0) = K � tx0, â® (2.7) ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

r0(x) = inf t : t > 0; x+ tx0 2 K: (2.8)

�ë¯ãª«®áâì ¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®áâì r0(x) ¤®ª § ­ë ¢ «¥¬¬¥ ¨§ ([11], á. 445). �á«¨ x 2 K, â® x+tx0 2
K 8t > 0. �®íâ®¬ã ¤«ï x 2 K r0(x) = 0. � «¥¥, �x0 + 1 � x0 = 0 2 K, ­® ¯à¨ 0 < t < 1
�x0(1 � t) =2 K, ¯®áª®«ìªã x0(1 � t) 2 K. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, á®£« á­® (2.8) 1 = inf t : t > 0,
�x0 + tx0 2 K, â. ¥. r0(�x0) = 1.

�«ï ¤ «ì­¥©è¨å ¯à¨«®¦¥­¨© ­ ¬ ã¤®¡­¥¥ ¢¬¥áâ® äã­ªæ¨®­ «  r0(x) ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥£® ¤¢®©-
­¨ª

r(x) = r0(�x): (2.9)

�¥¬¬  2.2. � ãá«®¢¨ïå ¯à¥¤ë¤ãé¥© «¥¬¬ë

K+ = R(r); R(r;M) = fl : l 2 K+; l(x0) �Mg: (2.10)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì l 2 K+ ¨ " > 0 ¯à®¨§¢®«ì­®. B á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨© (2.7), (2.8) äã­ª-
æ¨®­ «  r0(x) 8x

x+ (r0(x) + ")x0 2 K

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, l(x) + (r0(x) + ")l(x0) � 0. � á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ " ®âáî¤  ¯®«ãç¨¬

l(x) � �l(x0)r0(x); l(�x) � �l(x0)r0(�x) = �l(x0)r(x); l(x) � l(x0)r(x): (2.11)

�®á«¥¤­ïï ®æ¥­ª  ®§­ ç ¥â, çâ®

l 2 R(r; l(x0)) � R(r): (2.12)

�ãáâì, ­ ®¡®à®â, l 2 R(r), â. ¥. l 2 R(r;M) á ­¥ª®â®àë¬ M � 0. �«ï x 2 K ¢ á¨«ã (2.6)
r0(x) = 0 ¨ â®£¤ 

l(x) �Mr(x); �l(x) = l(�x) �Mr(�x) =Mr0(x) = 0;

â. ¥. l(x) � 0 ¨ l 2 K+. �®ª § ­® ¯¥à¢®¥ ¨§ á®®â­®è¥­¨© (2.10). �®ª ¦¥¬ ¢â®à®¥. �á«¨ l 2 R(r;M),
â® ¯® ã¦¥ ¤®ª § ­­®¬ã l 2 K+ ¨

l(x0) �Mr(x0) =Mr0(�x0) =M:

�á«¨ ¦¥ l 2 K+ ¨ l(x0) �M , â® ¨§ (2.11) á«¥¤ã¥â, çâ® l 2 R(r;M).

�¥®à¥¬  2.2. �ãáâì ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X § ¤ ­ë ª®­ãá K ¨ ª«¨­

E, ¯à¨ç¥¬ ª®­ãá K ¨¬¥¥â C-¢­ãâà¥­­îî â®çªã x0. �ãáâì ! | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â X.

�®«®¦¨¬

d = inf
x2E

inf t : t > 0; �! + x+ tx0 2 K: (2.13)

�®£¤ 

d = max l(!) : l 2 K+ \E�; l(x0) � 1: (2.14)

�á«¨ E | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ X, â® ¢ (2:14) ­ ¤® E� § ¬¥­¨âì ­  E?.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®¬­¨¬ ä®à¬ã«ë (2.7), (2.8) ¤«ï ®¯®à­®£® äã­ªæ¨®­ «  r0(x) ª®­ãá 
K � x0 ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ (2.9) äã­ªæ¨®­ «  r(x). �®£¤  ¢¨¤­®, çâ® ¢ (2.13)

d = inf
x2E

r0(�! + x) = inf
x2E

r(! � x): (2.15)

�®£« á­® ä®à¬ã«¥ (2.2) ­¨¦­ïï £à ­ì ¢ (2.15) à ¢­  max l(!) : l 2 R(r; 1) \ E�. �® ¨§ (2.10)
á«¥¤ã¥â

R(r; 1) = fl : l 2 K+; l(x0) � 1g:

�®¡¨à ï ¢¬¥áâ¥ ¢áî íâã ¨­ä®à¬ æ¨î, ¯à¨å®¤¨¬ ª (2.14).

�â¬¥â¨¬, çâ® § ¤ ç  ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® í«¥¬¥­â  ! í«¥¬¥­â ¬¨ ª«¨­  (¨«¨ ¯®¤-
¯à®áâà ­áâ¢ ) E ¯®«ãç¨«  §¤¥áì ­®¢ãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î, áâ ¢ § ¤ ç¥© ®¡ ®¯â¨¬ «ì­®¬ \§ £®­ï-
­¨¨" í«¥¬¥­â �! ¢ ª®­ãáK á ¯®¬®éìî á¤¢¨£®¢ ­  x+tx0 |­ ¤® â ª à á¯®àï¤¨âìáï í«¥¬¥­â ¬¨
x 2 E, çâ®¡ë í«¥¬¥­â �!+ x+ tx0, t > 0, ¯®¯ ¤ « ¢ ª®­ãá ¯à¨ ª ª ¬®¦­® ¬¥­ìè¥© ¤®¡ ¢ª¥ tx0.
�¯¥à¢ë¥ ¯®¤®¡­ ï § ¤ ç  ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã ¡ë«  à áá¬®âà¥­  ¢ ([5], x 2), £¤¥ E ¡ë«® ¯®¤¯à®áâà ­-
áâ¢®¬.
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3. �á«®¦­¥­­ ï § ¤ ç   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ª«¨­ :
ãç¥â ¢¥«¨ç¨­  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å í«¥¬¥­â®¢

�ãáâì á­®¢  X | ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, Y | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢
X, r(x) � 0 | ¢ë¯ãª«ë© äã­ªæ¨®­ « ¢ X, p(y) � 0 | ¢ë¯ãª«ë© äã­ªæ¨®­ « ¢ Y ¨, ­ ª®­¥æ,
E � Y | ª«¨­. �« ááë «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ l ¨§ R(r;M) ¨ R(r) ®¯à¥¤¥«¥­ë ä®à¬ã« ¬¨
(1.2),   ª« ááë «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ � ¨§ Y 0 ®¯à¥¤¥«¨¬  ­ «®£¨ç­ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨

R(p;M) = f� 2 Y 0 : �(y) �Mp(y) 8y 2 Y; M � 0g;

R(p) =
S
M

R(p;M): (3.1)

� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ 8! 2 X ¢ ¬¥âà¨ª¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© äã­ªæ¨®­ «®¬ r, í«¥¬¥­-
â ¬¨ ª«¨­  E, ­® ¯à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥¬ ãç¨âë¢ âì ¨ à®áâ  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ y 2 E á
¯®¬®éìî p(y). �®¢®àï ª®­ªà¥â­®, à áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç 

d = inf
y2E

[r(! � y) + p(y)]: (3.2)

�¥®à¥¬  3.1 (¤¢®©áâ¢¥­­®áâì ¢ § ¤ ç¥ (3.2)). �¬¥¥â ¬¥áâ®

d = max l(!); (3.3)

£¤¥ max ¡¥à¥âáï ¯® â ª¨¬ «¨­¥©­ë¬ äã­ªæ¨®­ « ¬ l 2 R(r; 1), ¤«ï ª®â®àëå ¬®¦­® ­ ©â¨

äã­ªæ¨®­ « � 2 R(p; 1) â ª®©, çâ® l� � 2 E�. �á«¨ E = Y | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ X,

â® max ¢ (3:3) á«¥¤ã¥â ¡à âì ¯® «¨­¥©­ë¬ äã­ªæ¨®­ « ¬ l 2 R(r; 1) \R(p; 1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Z = X �Y . �«¥¬¥­â ¬¨ Z ï¢«ïîâáï
¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ¯ àë z = (x; y) : x 2 X, y 2 Y . �¢®©áâ¢¥­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Z 0 á®áâ®¨â ¨§ ¯ à
� = (l; �): l 2 X 0, � 2 Y 0, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­  í«¥¬¥­âë ¯à®áâà ­áâ¢  Z ¯® ¯à ¢¨«ã

�(z) = �((x; y)) = l(x) + �(y): (3.4)

� ¯à®áâà ­áâ¢¥ Z ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢ë¯ãª«ë© äã­ªæ¨®­ « q(z)

q(z) = q((x; y)) = r(x) + p(y): (3.5)

� ¯®¬®éìî q ¢ë¤¥«¨¬ ¢ Z 0 á®¢®ªã¯­®áâ¨ «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ R(q;M) ¨ R(q) ä®à¬ã« ¬¨,
 ­ «®£¨ç­ë¬¨ (1.2) ¨ (3.1). �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ®

� = (l; �) 2 R(q;M) () l 2 R(r;M); � 2 R(p;M): (3.6)

�­®¦¥áâ¢®

E = f(y;�y)g 8y 2 E (3.7)

ï¢«ï¥âáï ª«¨­®¬ ¢ Z. � ª®­¥æ, à áá¬®âà¨¬ ¢ Z í«¥¬¥­â 
 = (!; 0) ¨ ¥£®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ®â­®-
á¨â¥«ì­® ¢ë¯ãª«®£® äã­ªæ¨®­ «  q í«¥¬¥­â ¬¨ ª«¨­  E

inf
z2E

q(
� z) = inf
y2E

[r(! � y) + p(y)]: (3.8)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ ¤¥«® á ¨­â¥à¥áãîé¥© ­ á § ¤ ç¥© (3.2). �®£« á­® (2.2) ¯®«ãç¨¬

inf
z2E

q(
� z) = max
�2R(q;1)\E�

�(
): (3.9)

�â® ®§­ ç ¥â ¢ª«îç¥­¨¥ � = (l; �) 2 E�? �«ï y 2 E ¤®«¦­® ¡ëâì �(y;�y) = l(y) + �(�y) =
l(y)� �(y) � 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï l 2 X 0 ¤®«¦¥­ ­ ©â¨áì â ª®© äã­ªæ¨®­ « � 2 Y 0, çâ®

l � � 2 E�: (3.10)

�á¯®¬¨­ ï (3.6), (3.4) ¨ ãáâà®©áâ¢® 
 = (!; 0), ¯®«ãç¨¬ ¨§ (3.9) ¨ (3.10) á®®â­®è¥­¨¥ (3.3) á
¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¬¨ ¢ â¥®à¥¬¥ 3.1 á¢®©áâ¢ ¬¨ ¯¥à¥¡¨à ¥¬ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ l. �á«¨ â¥¯¥àì ª«¨­
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E = Y | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ X, â® E | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ Z, ¨ ¢ (3.9) E�

§ ¬¥­ï¥âáï ­  E?. �¬¥áâ® (3.10) ¯®«ãç¨¬

l � � 2 E?; (3.11)

â. ¥. l, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© â®«ìª® ­  E (áã¦¥­¨¥ l ­  E), ¢å®¤¨â ¢ R(p; 1) : l 2 R(r; 1) \R(p; 1).

�®«®¦¨¬ ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå â¥®à¥¬ë 3.1 8! 2 X

ep(!) = inf lim
k!1

p(yk); (3.12)

£¤¥ inf ¢ (3.12) ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ â ª¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâï¬ fykg � E, çâ®

r(! � yk)! 0; k !1: (3.13)

�á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© fykg � E,  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ! ª ª ¢ (3.13), ¢®®¡é¥ ­¥â, â® ¯®« £ ¥¬

ep(!) =1: (3.14)

�®­¥ç­®, ¬®¦¥â á«ãç¨âìáï, çâ® ¨ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©,  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ! ª ª
¢ (3.13), ¢á¥-â ª¨ ep(!) =1. �á«¨ ep(!) <1, â® ¡ã¤¥¬ ¨­®£¤  £®¢®à¨âì, çâ® í«¥¬¥­â ! ï¢«ï¥âáï
O(r; p)- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ë¬ ª«¨­®¬ E,   ¥á«¨ ep(!) = 0, â® o(r; p)- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ë¬ E.

�¢¥¤¥¬ ¥é¥ á«¥¤ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ l 2 X 0:

R(M) (M � 0) : l 2 R(M) () l 2 R(r;M) ¨ 9� 2 R(p; 1) : l � � 2 E�; (3.15)

R =
[
M

R(M) : l 2 R () 9M � 0 : l 2 R(r;M) ¨ 9� 2 R(p; 1) : l � � 2 E�: (3.16)

� á«ãç ¥, ª®£¤  E = Y | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ X, ®¯à¥¤¥«¥­¨ï R(M) ¨ R ã¯à®é îâáï
¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤

R(M) = R(r;M) \R(p; 1); R = R(r) \R(p; 1): (3.17)

�¥®à¥¬  3.2. �¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

ep(!) = sup
l2R

l(!): (3.18)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­® â¥®à¥¬¥ 3.1 8M > 0 ¨¬¥¥¬

inf
y2E

[Mr(! � y) + p(y)] = max
l2R(M)

l(!): (3.19)

(�¬¥áâ® äã­ªæ¨®­ «  r(x) ­¥®¡å®¤¨¬® à áá¬®âà¥âì äã­ªæ¨®­ «Mr(x).) �à¥¤¯®«®¦¨¬ á­ ç « ,
çâ® ep(!) <1. �á«¨ l 2 R, â® 9M > 0 â ª®¥, çâ® l 2 R(M). �«ï «î¡®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â y 2 E
â ª®©, çâ®

r(! � y) <
"

M
; p(y) < ep(!) + ": (3.20)

�«ï ¢§ïâ®£® l 2 R ¯®«ãç¨¬

l(!) = l(! � y) + l(y) = l(! � y) + �(y) + (l � �)(y) �

� l(! � y) + �(y) �Mr(! � y) + p(y) < ep(!) + 2": (3.21)

� (3.21) �| â ª®© äã­ªæ¨®­ « ¨§R(p; 1), çâ® l�� 2 E� (¨ ¯®íâ®¬ã (l��)(y) � 0). �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥
â ª®£® � ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï R(M) ((3.15) ¨«¨ (3.17)). �§ (3.21) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì
¢ (3.18) ­¥ ¡®«¥¥ «¥¢®©. �á«¨ ep(!) = 0, â® (3.18) ã¦¥ ¤®ª § ­®, â. ª. l � 0 2 R (¢ íâ®¬ á«ãç ¥
¢ ª ç¥áâ¢¥ � ¬®¦­® ¢§ïâì � � 0). �ãáâì â¥¯¥àì 0 < ep(!) < 1. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì ¢
(3.18) áâà®£® ¬¥­ìè¥ «¥¢®©

sup
l2R

l(!) � ep(!)� "0 = A; "0 > 0: (3.22)
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�®£¤  â¥¬ ¡®«¥¥ ¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ M > 0 á®£« á­® (3.19) ¯®«ãç¨¬

inf
y2E

[Mr(! � y) + p(y)] = max
l2R(M)

l(!) � A: (3.23)

�®§ì¬¥¬ ", 0 < " < "0=2,   M > 0 áâ®«ì ¡®«ìè¨¬, çâ® ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥ (A + ")M�1 < ". �§
(3.23) á«¥¤ã¥â, çâ® 9y 2 E â ª®©, çâ®

r(! � y) < "; p(y) � A+ " = ep(!)� "0 + " < ep(!)� "0=2: (3.24)

�§ á®®â­®è¥­¨© (3.24) ¯®«ãç¨¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥

ep(!) � ep(!)� "0=2:

�â ª, á®®â­®è¥­¨¥ (3.18) ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ep(!) <1, ¤®ª § ­®. �ãáâì ep(!) =1 ¨ ¤®¯ãáâ¨¬, çâ®

sup
linR

l(!) = A < +1: (3.25)

�®£¤  ¨§ (3.19) â¥¬ ¡®«¥¥ ¯®«ãç¨¬ 8M > 0 inf
y2E

[Mr(! � y) + p(y)] � A ¨, §­ ç¨â, áãé¥áâ¢ã¥â

í«¥¬¥­â yM 2 E, ¤«ï ª®â®à®£®

Mr(! � yM ) + p(yM ) � A+ 1:

�âáî¤  ¨¬¥¥¬

r(! � yM) � (A+ 1)M�1; p(yM) � A+ 1: (3.26)

�à¨M !1 ¨§ (3.26) ¯®«ãç¨¬, çâ® r(!�yM)! 0, p(yM ) � A+1 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ep(!) � A+1.
�®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã.

�ãáâì ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X § ¤ ­ ª®­ãá K, á®¤¥à¦ é¨© C-¢­ãâà¥­­îî â®çªã x0 ¨ r(x) ®¯à¥¤¥-
«¥­ ª ª ¢ (2.9) ç¥à¥§ ®¯®à­ë© äã­ªæ¨®­ « r0(x) á¤¢¨­ãâ®£® ª®­ãá  K � x0. � íâ®¬ á«ãç ¥ ep(!)
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© (3.12), £¤¥ inf ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ â ª¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâï¬ fykg � E,
¤«ï ª®â®àëå áãé¥áâ¢ãîâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ftkg ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« tk > 0 ¨ tk ! 0 â ª¨¥,
çâ®

�! + yk + tkx0 2 K; tk > 0; tk ! 0: (3.27)

� íâ®© á¨âã æ¨¨ ¬­®¦¥áâ¢  «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ (3.15) ¨ (3.16) ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥

RM (M � 0) : l 2 R(M) () l 2 K+; l(x0) �M ¨ 9� 2 R(p; 1) â ª®©, çâ® l � � 2 E�;
(3.28)

R : l 2 R () l 2 K+ ¨ 9� 2 R(p; 1) â ª®©, çâ® l � � 2 E�: (3.29)

� á«ãç ¥, ª®£¤  E = Y | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ä®à¬ã«ë (3.28) ¨ (3.29) § ¯¨èãâáï ¢ ¢¨¤¥

R(M) : l 2 R(M) () l 2 K+ \R(p; 1); l(x0) �M;

R : l 2 R () l 2 K+ \R(p; 1):
(3.30)

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì ep(!) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© (3.12), £¤¥ â¥¯¥àì inf ¡¥à¥âáï ¯® â ª¨¬
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâï¬ fykg � E, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (3.27) (¨«¨ ep(!) = 1, ¥á«¨ â ª¨å
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ­¥â). �â¢¥à¦¤¥­¨¥ (3.18) â¥®à¥¬ë (3.2) á®åà ­ï¥â á¨«ã, ¥á«¨ R à áè¨äà®-
¢ë¢ ¥âáï ª ª (3.28), (3.29) ¨«¨ ª ª (3.30) ¢ á«ãç ¥, ¥á«¨ E = Y | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®.
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4. �¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï í«¥¬¥­â ¬¨ ª«¨­ ,
á®áâ®ïé¥£® ¨§ äã­ªæ¨©,  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ­  ­¥ª®â®à®¬ ª®¬¯ ªâ¥

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ®¡é¨¥ à áá¬®âà¥­¨ï xx 2, 3 ¯à¨¬¥­ïîâáï ª ­¥ª®â®àë¬ ¢®¯à®á ¬  ¯¯à®ªá¨-
¬ æ¨¨  ­ «¨â¨ç¥áª¨¬¨ ¨«¨ à æ¨®­ «ì­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ á ãç¥â®¬ ¢¥«¨ç¨­  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å
äã­ªæ¨©. �â¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë¥ ¯à®æ¥ááë ¤¢®©áâ¢¥­­® å à ªâ¥à¨§ãîâáï íªáâà¥¬ «ì­ë¬¨ ¢¥-
«¨ç¨­ ¬¨ ­¥ª®â®àëå «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢. �®¤®¡­ë¥ íªáâà¥¬ «ì­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¬®¦­® à á-
á¬ âà¨¢ âì ª ª ­¥ª®â®àë¥ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¯®­ïâ¨ï  ­ «¨â¨ç¥áª®© ¥¬ª®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢.

�®áª®«ìªã ¯à®áâà ­áâ¢ , á ª®â®àë¬¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¤¥«®, ¡ã¤ãâ, ª ª ¯à ¢¨«®, á®áâ®ïâì ¨§
ª®¬¯«¥ªá­®§­ ç­ëå äã­ªæ¨©,   à §¢¨âë© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ à £à ä å ¬¥â®¤ ®â­®á¨âáï ª ¢¥é¥-
áâ¢¥­­ë¬ «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬, â® ª®¬¯«¥ªá­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X ç áâ® ¯à¨¤¥âáï
à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì XR; â ª¨¬
®¡à §®¬, X ¨ XR á®áâ®ïâ ¨§ ®¤­¨å ¨ â¥å ¦¥ í«¥¬¥­â®¢, ­® ¢ X «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ | ª®¬-
¯«¥ªá­ë¥,   ¢ XR â®«ìª® ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥. �®¯àï¦¥­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª ª ª®¬ã-â® «¨­¥©­®¬ã
â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã («. â. ¯.) X 0 ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï X� (¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¯à®áâà ­áâ¢ 
X 0, á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¢á¥å «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­ ¤ X ¡¥§ âà¥¡®¢ ­¨ï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ íâ¨å
äã­ªæ¨®­ «®¢). �«¥¤ãîé ï ¡®«¥¥ ç¥¬ í«¥¬¥­â à­ ï «¥¬¬  ¯àï¬® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ à ááã¦¤¥­¨©,
®¡ëç­® ¯à¨¬¥­ï¥¬ëå ¯à¨ à á¯à®áâà ­¥­¨¨ â¥®à¥¬ë � ­ {� ­ å  á ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® á«ãç ï ­ 
ª®¬¯«¥ªá­ë©.

�¥¬¬  4.1. �ãáâì X | «.â. ¯. (ª®¬¯«¥ªá­®¥). �®£¤ 

X�
R = fl : 9L 2 X�; l = ReLg: (4.1)

�«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¯®á«¥¤ãîé¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ­ ¬ ¯®âà¥¡ã¥âáï ¢¢¥áâ¨ àï¤ ®¡®§­ ç¥­¨©:
C | ª®¬¯«¥ªá­ ï ¯«®áª®áâì, C | à áè¨à¥­­ ï ª®¬¯«¥ªá­ ï ¯«®áª®áâì, G | ¯à®¨§¢®«ì­ ï
®¡« áâì ¢ C , á®¤¥à¦ é ï 1, F = C nG, C(F ) | ¯à®áâà ­áâ¢® ­¥¯à¥àë¢­ëå ­  F ª®¬¯«¥ªá­®-
§­ ç­ëå äã­ªæ¨© x(�), � 2 F , á ®¡ëç­®© à ¢­®¬¥à­®© ­®à¬®©

kxk = max
�2F

jx(�)j: (4.2)

� C(F ) ¢ë¤¥«ïîâáï ¤¢  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ : Y , á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ­  F äã­ªæ¨©,
¨ Y 1, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨© ¢¨¤ 

y(�) =
nX
1

�j
aj � �

8n; 8aj 2 G; 8�j ; j = 1; : : : ; n: (4.3)

�à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �®è¨ ¬¥àë � ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

e�(z) = Z
S�

d�t
t� z

; z 2 C n S�; (4.4)

S� | § ¬ª­ãâë© ­®á¨â¥«ì ¬¥àë �, k�k | ¯®«­ ï ¢ à¨ æ¨ï �. � áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¤ «¥¥ ¬¥àë
¢á¥£¤  ¡®à¥«¥¢áª¨¥, à¥£ã«ïà­ë¥, ª®­¥ç­ë¥ (k�k < +1). � Y , ªà®¬¥ ­®à¬ë (4.2), ®¯à¥¤¥«¥­ 
â ª¦¥ ¯à¥¤­®à¬ 

p(y) = inf k�k; (4.5)

£¤¥ ­¨¦­ïï £à ­ì ¢§ïâ  ¯® ¢á¥¬ ¬¥à ¬ �, S� � G, ¤«ï ª®â®àëå

e�(�) = y(�); � 2 F: (4.6)

� Y 1 ®¯à¥¤¥«¥­ë ­®à¬  (4.2) ¨ ­®à¬ 

p1(y) =
nX
1

j�j j (4.7)
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¤«ï y(�) ¢¨¤  (4.3). �á«¨ F á®áâ®¨â ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  â®ç¥ª (çâ® ­  á ¬®¬ ¤¥«¥ â®«ìª® ¨
áâ®¨â ¯à¥¤¯®« £ âì), â® ­®à¬  p1(y) ®¯à¥¤¥«¥­  ª®àà¥ªâ­®. �á«¨ f(z) | ª ª ï-â®  ­ «¨â¨ç¥áª ï
¢ G äã­ªæ¨ï, â® ®­  ®¯à¥¤¥«ï¥â ­  Y «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ «

�f (y) =
1
2�i

Z
@D

f(z)y(z)dz; (4.8)

£¤¥ D | ®ªà¥áâ­®áâì F , ®¡« ¤ îé ï á¯àï¬«ï¥¬®© £à ­¨æ¥© â ª ï, çâ® äã­ªæ¨ï y(�) ¥é¥  ­ -
«¨â¨ç­  ¢ § ¬ëª ­¨¨ D. (�«ï ª ¦¤®© y 2 Y ®ªà¥áâ­®áâì D, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, á¢®ï.) �à¥¤­®à¬ 
p(y) ¯à¥¢à é ¥â Y ¢ «. â. ¯. (Y; p). � ¦­ ï â¥®à¥¬  �.�.� ¢¨­  ([18], [19], â¥®à¥¬  1; á¬. â ª¦¥
[20], â¥®à¥¬  4.5) ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® (Y; p)� ®¯¨áë¢ ¥âáï äã­ªæ¨®­ « ¬¨ ¢¨¤  (4.8),
¢ ª®â®àëå f(z) | ®£à ­¨ç¥­­ ï ¢ G äã­ªæ¨ï, ¯à¨ç¥¬

k�fk = sup
z2G

jf(z)j: (4.9)

� ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨ (w), ¢ ª®â®à®© ¡ã¤ãâ ¯®¬¥é âìáï §­ ç¥­¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¤ «¥¥
äã­ªæ¨©, ¢ë¤¥«¨¬ ­¥ª®â®àë© ã£®« � á ¢¥àè¨­®© ¢ w = 0, ¯à¨ç¥¬ «¨¡®

à áâ¢®à � � �, «¨¡® � | ¢áï ¯«®áª®áâì (w): (4.10)

� á«ãç ¥, ª®£¤  � ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥© ¯«®áª®áâìî, áâ®à®­ë ã£«  ª ®¡« áâ¨ � ­¥ ®â­®áïâáï
(®âªàëâë© ã£®«). �¯à¥¤¥«¨¬ ¢ Y (¢ Y 1) ¬­®¦¥áâ¢ 

E� = fy 2 Y : y(�) � � 8� 2 Fg [ 0;

E1
� = fy 2 Y 1 : y(�) � � 8� 2 Fg [ 0:

(4.11)

�¤¥áì ¯®¤ 0 ¯®­¨¬ ¥âáï ­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ¯à®áâà ­áâ¢  Y ¨«¨ Y 1, â. ¥. äã­ªæ¨ï y(�) � 0, � 2 F .
�ç¥¢¨¤­ 

�¥¬¬  4.2. �á«¨ � ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥© ¯«®áª®áâìî, â® E� ¨ E1
� | ª®­ãáë. �á«¨ �

á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥© ¯«®áª®áâìî, â® E� = Y , E1
� = Y 1.

�ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ª®¬¯«¥ªá­®§­ ç­ëå äã­ªæ¨©, § ¤ ­­ëå ­  F , ¯à¨ç¥¬

X � C(F ); C(F ) ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ X;

¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng � C(F ) áå®¤¨âáï ª x0 2 C(F ) ¢ C(F ); (4.12)

â® fxng áå®¤¨âáï ª x0 ¢ X:

�à¨¬¥à ¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢X á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (4.12) ¬®£ãâ á«ã¦¨âì á ¬® ¯à®áâà ­áâ¢® C(F ),   â ª¦¥
¯à®áâà ­áâ¢  L�(F; �), £¤¥ � � 0 | § ¤ ­­ ï ¬¥à , � � 1,   í«¥¬¥­â ¬¨ á«ã¦ â áã¬¬¨àã¥¬ë¥ ¢
áâ¥¯¥­¨ � ¯® ¬¥à¥ � äã­ªæ¨¨ á ®¡ëç­ë¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ­®à¬ë ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå
äã­ªæ¨©.

�¥¬¬  4.3. �ãáâì ¯à®áâà ­áâ¢® X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ­¨ï¬ (4:12) ¨ l 2 X�. �®£¤ 

äã­ªæ¨ï

�l(z) = l�

�
1

z � �

�
; z 2 G; (4.13)

 ­ «¨â¨ç­  ¢ G ¨ ¤«ï y 2 Y ¨¬¥¥¬

l(y) =
1
2�i

Z
@D

�l(z)y(z)dz: (4.14)

(�ªà¥áâ­®áâì D â ª ï ¦¥, ª ª ¢ (4.8).)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­ «¨â¨ç­®áâì �l(z) áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨© (4.12) ®â­®á¨â¥«ì-
­® X §  áç¥â ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ äã­ªæ¨®­ «  l. �®ª ¦¥¬ (4.14). �ë¡¥à¥¬ ­  @D â®çª¨ z1; : : : ; zn
â ª, çâ® max j�zkj ! 0 ¯à¨ n!1. �®£¤ 

1
2�i

nX
k=1

�l(zk)y(zk)�zk !
1
2�i

Z
@D

�l(z)y(z)dz:

�®

1
2�i

nX
k=1

�l(zk)y(zk)�zk = l

�
1
2�i

nX
k=1

1
zk � �

y(zk)�zk

�
! l

�
1
2�i

Z
@D

y(z)dz
z � �

�
= l(y; (�))

¨ (4.14) ãáâ ­®¢«¥­®. (�ë á­®¢  ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì ­¥¯à¥àë¢­®áâìî l ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï¬¨ (4.12).)

�ãáâì, ­ ª®­¥æ, ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¬ âà¥¡®¢ ­¨ï¬ (4.12), § ¤ ­ ¢ë¯ãª«ë©
­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë© äã­ªæ¨®­ « r(x). �ã¤¥¬  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥-
¬¥­â ! 2 X í«¥¬¥­â ¬¨ ª®­ãá®¢ E� ¨«¨ E1

� ®â­®á¨â¥«ì­® à ááâ®ï­¨ï, ¨§¬¥àï¥¬®£® äã­ªæ¨®-
­ «®¬ r, ¨ ãç¨âë¢ ï ¢¥«¨ç¨­ë  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ á ¯®¬®éìî ¯à¥¤­®à¬ë p(y) (¢ Y )
¨«¨ ­®à¬ë p1(y) (¢ Y 1).

�¥¬¬  4.4. �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fykg � E� â ª ï, çâ®

r(! � yk)! 0; k !1; (4.15)

â® áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fy1kg � E1
�, ¤«ï ª®â®à®©

r(! � y1k)! 0; k !1: (4.16)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ª ¦¤®£® yk áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì feynkg � E1
�, áå®¤ïé ïáï

¯à¨ n ! 1 ª yk ¢ C(F ). �â®¡ë ¢ íâ®¬ ã¡¥¤¨âìáï, ¤®áâ â®ç­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì yk(�) ¨­â¥£à «ì­®©
ä®à¬ã«®© �®è¨ ¯® @D ¨ ¢§ïâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì feynkg ¨­â¥£à «ì­ëå áã¬¬. �®áª®«ìªã ®¡à §
yk(F ) ¢ ¯«®áª®áâ¨ w «¥¦¨â ¢ ã£«¥ � (®âªàëâ®¬), â® ¨ ®¡à §ë eynk(F ) ¯à¨ n � n0 ¯®¯ ¤ îâ ¢ �.
�­ ç¨â, ¯à¨ n � n0 feynkg � E1

�. �®áª®«ìªã feynkg áå®¤¨âáï ª yk ¢ C(F ), â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï¬
(4.12) | â ª¦¥ ¨ ¢ X. �à®¬¥ â®£®, äã­ªæ¨®­ « r ¯à¥¤¯®«®¦¥­ ­¥¯à¥àë¢­ë¬ ¢ X ¨, §­ ç¨â,
r(yk � eynk) ! 0, n ! 1. �§ï¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« "k ! 0, ®â¡¨à ¥¬ ¨§
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ feynkg, n � n0, â ª®© í«¥¬¥­â y1k, çâ®

r(yk � y1k) < "k: (4.17)

�® â®£¤ 
r(! � y1k) � r(! � yk) + r(yk � y1k);

¨ ¨§ (4.15) ¨ (4.17) á«¥¤ã¥â (4.16).

�¯à¥¤¥«¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á x 3 (ä®à¬ã«ë (3.12){(3.14)) ¤«ï í«¥¬¥­â  ! 2 X ¢¥«¨ç¨­ã

ep(!) = inf lim
k!1

p(yk); (4.18)

£¤¥ inf ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâï¬ fykg � E� â ª¨¬, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (4.15)
¨«¨

ep(!) =1; (4.19)

¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fykg � E�, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (4.15), ®âáãâáâ¢ãîâ. �®ç­® â ª
¦¥ ¯®«®¦¨¬

ep1(!) = inf lim
k!1

p1(y1k); (4.20)

£¤¥ inf ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâï¬ fy1kg � E1
� â ª¨¬, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï (4.16) ¨«¨

ep1(!) =1; (4.21)
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¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fy1kg � E1
�, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (4.16), ®âáãâáâ¢ãîâ.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.1. �«ï «î¡®£® ! 2 X

ep(!) = ep1(!): (4.22)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fy1kg � E1
�, áå®¤ïé¨¥áï ¢ á¬ëá«¥ (4.16), ®âáãâ-

áâ¢ãîâ, â® ®âáãâáâ¢ãîâ ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á® á¢®©áâ¢®¬ (4.l5) (á®£« á­® «¥¬¬¥ 4.4). �®íâ®-
¬ã ¢ íâ®© á¨âã æ¨¨ ep(!) = ep1(!) = 1. �á«¨ fy1kg � E1

� � E� áå®¤¨âáï ¢ á¬ëá«¥ (4.16), â®
limp1(y1k) � limp(y1k), k !1, â. ª. p1(y1k) � p(y1k), ¨ ¯®íâ®¬ã

ep(!) � ep1(!): (4.23)

�ãáâì " > 0 ¯à®¨§¢®«ì­® ¬ «® ¨ fykg � E� â ª®¢ , çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï (4.15) ¨

lim
k!1

p(yk) � ep(!) + ": (4.24)

�ë¡¥à¥¬ ¥é¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á«  f"kg ! 0, k !1. �®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î p(yk) ­ ©¤¥¬ ¬¥àë
�k â ª¨¥, çâ®

S�k � G; yk(�) = e�k ¨ k�kk � p(yk) + "k: (4.25)

� ¬¥­¨¬ ¨­â¥£à « ¢ e�k ¨­â¥£à «ì­®© áã¬¬®© ¯à®áâëå ¤à®¡¥© fy1kg � E1
�:

p1(y1k) = k�kk < p(yk) + "; r(yk � y1k) < "k:

�®£¤  ¤«ï fy1kg ¢ë¯®«­ï¥âáï (4.16) ¨

lim
k!1

p1(y
1
k) � lim

k!1
p(yk) + " < ep(!) + ": (4.26)

�§ (4.26) á«¥¤ã¥â

ep1(!) � ep(!) + ": (4.27)

�®¯®áâ ¢«ïï (4.27) (á 8" > 0) ¨ (4.23), ¯®«ãç ¥¬ (4.22).

�¥®à¥¬  4.1 (¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨). �«ï «î¡®£® ! 2 X

ep(!) = ep1(!) = supRe l(!); (4.28)

£¤¥ sup ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ «¨­¥©­ë¬ äã­ªæ¨®­ « ¬ l 2 X�, ¤«ï ª®â®àëå Re l 2 R(r), ¨ ­ ©¤¥âáï

 ­ «¨â¨ç¥áª ï ¢ ®¡« áâ¨ G äã­ªæ¨ï f(z), jf(z)j � 1, â ª ï, çâ®

Re
�
1
2�i

Z
@D

[�l(z) � f(z)]y(z)dz
�
� 0 8y 2 E�: (4.29)

�¤¥áì D | ®ªà¥áâ­®áâì F , ¨¬¥îé ï á¯àï¬«ï¥¬ãî £à ­¨æã @D, â ª ï, çâ® y(z)  ­ «¨â¨ç­ 
¢ § ¬ëª ­¨¨ D íâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ (â ª¨¬ ®¡à §®¬, D, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, á¢®ï ¤«ï ª ¦¤®© y(z) 2
E�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢  X ¨ Y ª ª ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ XR ¨ YR á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­® ¨ ¯à¨¬¥­ï¥¬ â¥®à¥¬ã 3.2. �®áª®«ìªã ¢ë¯ãª«ë© äã­ªæ¨®­ « r ¯à¥¤¯®«®¦¥­ ­¥¯à¥àë¢-
­ë¬, â® ¬­®¦¥áâ¢  R(r;M) ¨ R(r) ¨§ (1.2) á®áâ®ïâ ¨§ ­¥¯à¥àë¢­ëå «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢
­ ¤ XR. �®£« á­® «¥¬¬¥ 4.1 ¢áïª¨© äã­ªæ¨®­ « ¨§ X�

R ¨¬¥¥â ¢¨¤ Re l, £¤¥ l 2 X�. � áá¬®âà¨¬
¬­®¦¥áâ¢® R(p; 1) «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ � ­ ¤ YR, ¢ ª®â®à®¬ ¤¥©áâ¢ã¥â ¯à¥¤­®à¬  p. �®
«¥¬¬¥ 4.1 ¢áïª¨© â ª®© äã­ªæ¨®­ « � = Re�, £¤¥ � 2 (Y; p)�. �® ¯®áª®«ìªã p | ¯à¥¤­®à¬ 
(á¨¬¬¥âà¨ç­ë© äã­ªæ¨®­ «), ¢ª«îç¥­¨¥ � 2 R(p; 1) à ¢­®á¨«ì­® â®¬ã, çâ® k�k � 1, ¯à¨ íâ®¬
k�k = kRe �k = k�k. �ã­ªæ¨®­ « l ¤¥©áâ¢ã¥â á®£« á­® «¥¬¬¥ 4.3 ­  y(z) ¯® ä®à¬ã«¥ (4.14),
  äã­ªæ¨®­ « � | ¯® ä®à¬ã«¥ (4.8), £¤¥ á®£« á­® â¥®à¥¬¥ �.�.� ¢¨­   ­ «¨â¨ç¥áª ï äã­ª-
æ¨ï f(z) ®£à ­¨ç¥­  ¢ G, ¯à¨ç¥¬ k�k = sup jf(z)j � 1. �á«®¢¨¥ (4.29) § ¯¨áë¢ ¥â âà¥¡®¢ ­¨¥
Re l � � = Re(�� �) 2 E�

� ¨§ â¥®à¥¬ë 3.2.
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