
Межрегиональная научная универсиада по математике
(г. Елабуга, 27 января 2012 г.)

Задачи для 9 класса

1. Доказать, что если α и β — острые углы и α < β, то
tg α

α
<

tg β

β
.

2. Пароход от Казани до Астрахани идёт 5 суток, а от Астрахани до Казани —
7 суток. Сколько дней будет плыть плот от Казани до Астрахани?

3. Доказать, что
1

2
· 3

4
· 5

6
· 7

8
· . . . · 99

100
<

1

10
.

4. Докажите, что уравнение x6 + 2x3 − 3x + 1 = 0 не имеет отрицательных
корней.

5. Какое из чисел больше: 9
√

9! или 10
√

10! ?

6. Из точки M , лежащей вне окружности, проведены к этой окружности две
касательные. Расстояния от точки C, лежащей на окружности, до касательных
равны 4 и 8. Найдите расстояние от точки C до прямой AB, где A и B — точки
касания.

7. На боковых сторонах AB и BC равнобедренного треугольника ABC взяты
точки K и L соответственно, так что AK + LC = KL. Из середины M отрезка
KL провели прямую, параллельную BC, и эта прямая пересекла сторону AC
в точке N . Найдите величину угла KNL.

Задачи для 10 класса

1. Доказать, что
1

2
· 3

4
· 5

6
· 7

8
· . . . · 99

100
<

1

10
.

2. Доказать, что если натуральное число n > 2, то n+1
√

n + 1 < n
√

n .

3. Найти все действительные решения уравнения x2 + y2 +
1

x2 +
1

y2 = 4 .

4. Что больше: 4n или
(2n)!

(n!)2 ? (Здесь n ∈ N.)
5. Найти многочлен с целыми коэффициентами, корнем которого является

3
√

2 + 1 .

6. Из точки M, лежащей вне окружности, проведены к этой окружности две
касательные. Расстояния от точки C, лежащей на окружности, до касательных
равны 4 и 8. Найдите расстояние от точки C до прямой AB, где A и B — точки
касания.

7. В пространстве даны три попарно перпендикулярные прямые, расстояния
между которыми равны 1. Найдите площадь параллелограмма, две вершины
которого расположены на одной прямой, а две оставшиеся — на двух других
прямых.
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Задачи для 11 класса

1. Найти все действительные решения уравнения: x2 + 2x sin(xy) + 1 = 0.

2. Найти наименьшее натуральное число, третья часть которого является
четвёртой степенью некоторого натурального числа, а четвёртая часть — кубом
натурального числа.

3. Найти все действительные решения уравнения:

x2 + y2 + z2 +
1

x2 +
1

y2 +
1

z2 = 6 .

4.На боковых сторонах AB и BC равнобедренного треугольника ABC взяты
точки K и L соответственно, так что AK + LC = KL. Из середины M отрезка
KL провели прямую, параллельную BC, и эта прямая пересекла сторону AC
в точке N . Найдите величину угла KNL.

5. Найти радиус шара, касающегося всех рёбер правильного тетраэдра, дли-
на ребра которого равна a.

6. Дано уравнение xn − a1 xn−1 − a2 xn−2 − . . .− an−1 x− an = 0 , где
a1 > 0, a2 > 0 . . . , an > 0. Доказать, что это уравнение не может иметь двух
положительных корней.

7. Доказать, что если |x| < 1 , |y| < 1 , то
∣∣∣∣
x− y

1− xy

∣∣∣∣ < 1.

Решения задач

Задачи для 9 класса

1. Доказать1, что если α и β — острые углы и α < β, то
tg α

α
<

tg β

β
.

Решение. Рассмотрим функцию
tg x

x
и докажем её возрастание на проме-

жутке
(
0;

π

2

)
. Действительно, f ′(x) =

2x− sin 2x

2x2 cos2 x
, но так как для x > 0 имеет

место sin x < x (тождественное неравенство), то и sin 2x < 2x , откуда следует:
f ′(x) > 0 для x ∈

(
0;

π

2

)
, что и доказывает утверждение.

2. Пароход от Казани до Астрахани идёт 5 суток, а от Астрахани до Казани —
7 суток. Сколько дней будет плыть плот от Казани до Астрахани?

Решение. Пусть x — собственная скорость парохода (расстояние, проходимое
пароходом в ¿стоячей водеÀ за 1 сутки), y — скорость течения (в тех же еди-
ницах). Расстояние от Казани до Астрахани (путь парохода) обозначим за a. По

условию задачи
{

x + y = a
5 ,

x− y = a
7 .

Исключая из этой системы x, получим: y =
a

35
,

откуда заключаем, что искомое время составляет 35 суток. Ответ: 35 суток.
1Оргкомитет приносит извинения участникам универсиады за то, что данная задача была включена в

вариант для 9-х классов вследствие технической ошибки. Эта задача должна была входить в вариант 11-х
классов. Об этом школьники 9-х классов при раздаче карточек с заданиями были проинформированы.
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3. Доказать, что
1

2
· 3

4
· 5

6
· 7

8
· . . . · 99

100
<

1

10
.

Решение. Пусть A =
1

2
· 3

4
· 5

6
· 7

8
· . . . · 99

100
, B =

2

3
· 4

5
· 6

7
· 8

9
· . . . · 98

99
. Оче-

видно, что A < B.

A ·B =
1

2
· 2

3
· 3

4
· 4

5
· 5

6
· 6

7
· . . . · 98

99
· 99

100
=

1

100
.

Имеем: A2 < A ·B =
1

100
=⇒ A <

1

10
.

4. Докажите, что уравнение x6 + 2x3 − 3x + 1 = 0 не имеет отрицательных
корней.

Решение. Левая части уравнения: x6 + 2x3 − 3x + 1 = (x6 + 2x3 + 1)− 3x =
= (x3− 1)2− 3x. Если α < 0, то (α3 +1)2 > 0, −3α > 0 =⇒ (α3− 1)2− 3α > 0.
Следовательно, для любого α < 0 (α3− 1)2− 3α 6= 0, то есть отрицательное α
не может быть корнем данного уравнения.

5. Какое из чисел больше: 9
√

9! или 10
√

10! ?
Решение. Возведём числа в 90-ю степень: ( 9

√
9!)90 = (9!)10, ( 10

√
10!)90 = (10!)9.

Рассмотрим отношение
(10!)9

(9!)10 =
(9! · 10)9

(9!)10 =
109

9!
=

9︷ ︸︸ ︷
10 · . . . · 10

1 · 2 · . . . · 9 > 1 , то есть

( 10
√

10!)90 > ( 9
√

9!)90. Следовательно, 10
√

10! > 9
√

9! .

6. Из точки M , лежащей вне окружности, проведены к этой окружности две
касательные. Расстояния от точки C, лежащей на окружности, до касательных
равны 4 и 8. Найдите расстояние от точки C до прямой AB, где A и B — точки
касания.

Решение. Все обозначения на рисунке. Ис-
комое расстояние обозначим x, углы обозна-
чим так: ∠ABC = α, ∠BAC = β. Тогда
∠CAE = α, поскольку это угол, образо-
ванный касательной и хордой, а значит из-
меряется половиной дуги AC, как и впи-
санный ∠ABC. Аналогично: ∠CBD = β.

Имеем из 4ACE: AC =
8

sin α
, тогда из

4ACF x = AC · sin β=
8 sin β

sin α
. Точно так

же из 4BCD: BC =
4

sin β
, тогда из 4BCF

x = BC · sin α =
4 sin α

sin β
. Перемножив полученные равенства, будем иметь:

x2 = 8 · 4, откуда x = 4
√

2.
Ответ: 4

√
2.

Замечание. Очевидно, что решение не зависит от того, на какой из двух дуг с концами в
точках A и B находится точка C.
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7. На боковых сторонах AB и BC равнобедренного треугольника ABC взяты
точки K и L соответственно, так что AK + LC = KL. Из середины M отрезка
KL провели прямую, параллельную BC, и эта прямая пересекла сторону AC
в точке N . Найдите величину угла KNL.

Решение. Проведем через точку K прямую, параллельную BC. Пусть эта
прямая пересекает основание AC в точке D. Так как треугольник ABC равно-
бедренный, то равнобедренным будет и треугольник AKD. Значит, AK = KD.
Поскольку KD ‖ LC, а M — середина KL, то NM — средняя линия в тра-
пеции DKLC. Значит, NM = (KD + LC)/2 = (AK + LC)/2. По условию,
AK + LC = KL. Значит, NM = KL/2. Таким образом, в треугольнике KNL
медиана NM равна половине стороны, на которую она опущена. По известному
свойству получаем, что 4KNL — прямоугольный треугольник с гипотенузой
KL. То есть ∠KNL = 90◦.

Ответ: 90◦.

Задачи для 10 класса

1. Доказать, что
1

2
· 3

4
· 5

6
· 7

8
· . . . · 99

100
<

1

10
.

См. решение задачи 3 из варианта 9-го класса.

2. Доказать, что если натуральное число n > 2, то n+1
√

n + 1 < n
√

n .
Решение. Возведём исходное неравенство в степень n(n + 1), тогда дока-

зываемое неравенство равносильно следующему: (n + 1)n < nn+1, то есть(
n + 1

n

)n

< n, или (
1 +

1

n

)n

< n . (1)

Неравенство (1) докажем методом математической индукции.

a) n = 3.
(

1 +
1

3

)3

=
64

27
< 3 — выполняется.

б) Пусть при некотором n будет
(

1 +
1

n

)n

< n. Докажем, что отсюда будет

следовать справедливость (1) и для n + 1.(
1 +

1

n + 1

)n+1

=

(
1 +

1

n + 1

)n

·
(

1 +
1

n + 1

)
<

(
1 +

1

n

)n

·
(

1 +
1

n + 1

)
<

< n ·
(

1 +
1

n + 1

)
= n +

n

n + 1
< n + 1. Неравенство (1) доказано.

3. Найти все действительные решения уравнения x2 + y2 +
1

x2 +
1

y2 = 4 .

Решение. Для a > 0 имеет место тождественное неравенство a +
1

a
> 2

(причём равенство достигается лишь при a = 1), так как a +
1

a
− 2=

a2− 2a + 1

a
=
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=
(a− 1)2

a
> 0 . Следовательно, поскольку x2 + y2 +

1

x2 +
1

y2 =

=

(
x2 +

1

x2

)
+

(
y2 +

1

y2

)
> 2 + 2 = 4 , то равенство x2 + y2 +

1

x2 +
1

y2 = 4 мо-

жет выполняться только если x2 +
1

x2 =2 и y2 +
1

y2 =2, то есть при
{

x2 = 1 ,
y2 = 1 .

Поэтому решениями исходного уравнения (с двумя неизвестными) являются
пары (x = ±1 , y = ±1) и (x = ±1 , y = ∓1) .

Ответ: (1; 1), (1;−1), (−1; 1), (−1;−1).

4. Что больше: 4n или
(2n)!

(n!)2 ? (Здесь n ∈ N.)
Решение. Рассмотрим отношение второго числа к первому:

(2n)!

(n!)2 : 4n =
(2n)!

(n!)2 · 4n
=

1· 6 2 · 3· 6 4 · . . . · n · (n + 1) · (n + 2) · . . . · (2n− 1)· /(2n)

6 2· 6 4· 6 6· 6 8 · . . . · /(2n) · 2 · 4 · 6 · 8 · . . . · 2n =

=
1

2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2n− 1

2n
< 1 . Таким образом, второе число меньше первого.

Ответ: 4n >
(2n)!

(n!)2 .

5. Найти многочлен с целыми коэффициентами, корнем которого является
3
√

2 + 1 .
Решение. α = 3

√
2+1 , α− 1 = 3

√
2 , (α− 1)3 = 2 , α3− 3α2 +3α− 1− 2 = 0 ,

α3 − 3α2 + 3α− 3 = 0 . Поэтому α — корень многочлена x3 − 3x2 + 3x− 3 .

Ответ: x3 − 3x2 + 3x− 3 .

6. Из точки M, лежащей вне окружности, проведены к этой окружности две
касательные. Расстояния от точки C, лежащей на окружности, до касательных
равны 4 и 8. Найдите расстояние от точки C до прямой AB, где A и B — точки
касания.

См. решение задачи 6 из варианта 9-го класса.

7. В пространстве даны три попарно перпендикулярные прямые, расстояния
между которыми равны 1. Найдите площадь параллелограмма, две вершины
которого расположены на одной прямой, а две оставшиеся — на двух других
прямых.

Решение. Эти прямые — попарно скрещивающие-
ся; к ним можно единственным образом подсоединить
куб, три попарно скрещивающихся ребра которого бу-
дут общими перпендикулярами пар данных прямых
(см. рисунок).

Параллелограмм (в данном случае — прямоуголь-
ник) ABC1D1 удовлетворяет условиям задачи. Его
площадь равна

√
2.

Все другие параллелограммы, удовлетворяющие
условию задачи, должны иметь одну сторону на прямой AB, но поскольку AB
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перпендикулярна прямым A1D1 и B1C1, то противоположная сторона паралле-
лограмма должна совпадать с общим перпендикуляром прямых A1D1 и B1C1,
то есть с C1D1.

Таким образом, C1D1 — неизменная сторона всех этих параллелограммов, а
противоположная ей сторона A′B′ ¿скользитÀ по прямой AB. Поэтому отре-
зок AD1 служит высотами всех этих параллелограммов, а их площади равны
площади прямоугольника ABC1D1, то есть

√
2.

Ответ:
√

2.

Задачи для 11 класса

1. Найти все действительные решения уравнения: x2 + 2x sin(xy) + 1 = 0.
Решение. Дискриминант квадратного уравнения D = 4 sin2(xy) − 4 > 0 ,

откуда | sin xy| = 1.
а) sin xy = 1; x2 + 2x + 1 = 0 , x = −1 ; sin(−y) = 1 ; sin y = −1 ;

y = −π

2
+ 2πn .

б) sin xy = −1; x2 − 2x + 1 = 0 , x = 1 ; sin y = −1 ; y = −π

2
+ 2πn .

Ответ: (±1;−π

2
+ 2πn) , n ∈ Z.

2. Найти наименьшее натуральное число, третья часть которого является
четвёртой степенью некоторого натурального числа, а четвёртая часть — кубом
натурального числа.

Решение. Обозначим искомое число через x, тогда должны существовать
a, b ∈ N такие, что
{

x
3 = a4

x
4 = b3 =⇒

{
x = 3a4

x = 4b3 =⇒ 3a4 = 4b3 =⇒ 4b3... 3,
3a4... 2,

=⇒ b3... 3,
a4... 2,

=⇒ b
... 3,

a
... 2.

Далее, так как 3a4... b3, то 3a4... 33 =⇒ a4... 32 =⇒ a
... 3.

Имеем: a
... 2 , a

... 3 =⇒ a
... 6 =⇒ 3a4... (3 · 64). Отсюда следует, что x = 2n · 3m.

x

3
= 2n · 3m−1 =⇒ n

... 4 и (m− 1)
... 4 ;

x

4
= 2n−2 · 3m =⇒ (n− 2)

... 3 и m
... 3 .

Наименьшие натуральные n и m, удовлетворяющие этим условиям, таковы:
n = 8, m = 9. Следовательно, x = 28 · 39.

Ответ: 28 · 39, или 5038848.
3. Найти все действительные решения уравнения:

x2 + y2 + z2 +
1

x2 +
1

y2 +
1

z2 = 6 .

Решение. Для a > 0 имеет место тождественное неравенство a +
1

a
> 2

(причём равенство достигается лишь при a = 1), так как a +
1

a
− 2=

a2− 2a + 1

a
=
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=
(a− 1)2

a
> 0 . Следовательно, поскольку

x2+y2+z2 +
1

x2 +
1

y2 +
1

z2 =

(
x2 +

1

x2

)
+

(
y2 +

1

y2

)
+

(
z2 +

1

z2

)
> 2 + 2 + 2=6,

то равенство x2 + y2 + z2 +
1

x2 +
1

y2 +
1

z2 = 6 может выполняться только ес-

ли x2 +
1

x2 =2 , y2 +
1

y2 =2 и z2 +
1

z2 =2, то есть при





x2 = 1 ,
y2 = 1 ,
z2 = 1 .

Поэтому

решениями исходного уравнения (с тремя неизвестными) являются тройки
(x = ±1 , y = ±1 , z = ±1) со всевозможными сочетаниями знаков.

Ответ: (1; 1; 1), (1; 1;−1), (1;−1; 1), (1;−1;−1), (−1; 1; 1), (−1; 1;−1),
(−1;−1; 1), (−1;−1;−1).

4.На боковых сторонах AB и BC равнобедренного треугольника ABC взяты
точки K и L соответственно, так что AK + LC = KL. Из середины M отрезка
KL провели прямую, параллельную BC, и эта прямая пересекла сторону AC
в точке N . Найдите величину угла KNL.

См. задачу 2 из варианта 9-го класса.
5. Найти радиус шара, касающегося всех рёбер правильного тетраэдра, дли-

на ребра которого равна a.
Решение. Искомый радиус равен расстоянию от центра правильного тетраэд-

ра до его ребра. Учитывая, что центром правильного тетраэдра является точка,
которая делит высоту в отношении 3 : 1 (считая от вершины), находим иско-

мый отрезок как
3

4
высоты треугольника ADO, проведённой к гипотенузе AD

(AD — ребро правильного тетраэдра, O — центр грани ABC).
Однако есть гораздо более простое решение. Подсоеди-

ним к правильному тетраэдру куб так, что рёбра тетраэд-
ра будут являться диагоналями граней куба (см. рисунок).

Ребро куба равно
a
√

2

2
. А шар, вписанный в куб, будет ис-

комым. Его радиус равен половине ребра куба: r =
a
√

2

4
.

Ответ:
a
√

2

4
.

6. Дано уравнение xn − a1 xn−1 − a2 xn−2 − . . .− an−1 x− an = 0 , где
a1 > 0, a2 > 0 . . . , an > 0. Доказать, что это уравнение не может иметь двух
положительных корней.

Решение. Пусть x1 > x2 — два положительных корня. Разделим наше урав-
нение на xn и подставим оба корня по очереди:

1− a1

x1
− a2

x2
1
− . . .− an

xn
1

= 0 , (1)

1− a1

x2
− a2

x2
2
− . . .− an

xn
2

= 0 . (2)
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Вычтем (2) из (1), получим:

a1

(
1

x2
− 1

x1

)
+ a2

(
1

x2
2
− 1

x2
1

)
+ . . . + an

(
1

xn
2
− 1

xn
1

)
> 0 .

Получили противоречие, которое доказывает, что наше допущение неверно.

7. Доказать, что если |x| < 1 , |y| < 1 , то
∣∣∣∣
x− y

1− xy

∣∣∣∣ < 1.

Решение. |xy| = |x| · |y| < 1 =⇒ 1 − xy > 0 . Поэтому доказываемое нера-
венство при |x| < 1 , |y| < 1 равносильно неравенству |x− y| < 1− xy, которое
равносильно системе

{
x− y < 1− xy ,
x− y > −1 + xy ,

⇐⇒
{

(x− 1)(y + 1) < 0 ,
(x + 1)(y − 1) < 0 .

(1)

{ |x| < 1 ,
|y| < 1 ,

⇐⇒
{ −1 < x < 1 ,
−1 < y < 1 .

Так как из этих неравенств следует, что −2 < x − 1 < 0, 0 < y + 1 < 2,
0 < x + 1 < 2, −2 < y − 1 < 0, то оба неравенства системы (1) выполняются.


