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Ïðåäèñëîâèå�åøåíèå �èçè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé ïðàêòè÷åñêîéîñíîâîé èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû �Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà�. Îñíîâíîé öå-ëüþ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ÿâëÿåòñÿ âûðàáîòêà ó ñòóäåíòîâ ïðèåìîâè íàâûêîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ îáëàñòåé �èçèêè òâåðäîãî òåëà.Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ íåñóò â ñåáå �óíêöèþ çàêðåïëåíèÿ, ðàçâè-òèÿ è óãëóáëåííîãî îñâîåíèÿ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé òåîðèè. �åøåíèåçàäà÷ ñïîñîáñòâóåò ïðèîáùåíèþ ñòóäåíòîâ ê ñàìîñòîÿòåëüíîé òâîð-÷åñêîé ðàáîòå. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòóäåíò äîëæåí ñàìîñòîÿòåëüíîîñóùåñòâëÿòü ðÿä ìûñëèòåëüíûõ îïåðàöèé, îïèðàÿñü íà èìåþùèåñÿó íåãî çíàíèÿ è óìåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïîçâîëÿþò ïðîâå-ðèòü ñòåïåíü óñâîåíèÿ ñòóäåíòàìè îñíîâíûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêî-ãî êóðñà.Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ðàçäåëû êóð-ñà �Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà�, òàêèå êàê, ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðåøåòêàêðèñòàëëîâ, ýíåðãèÿ ñâÿçè êðèñòàëëîâ, äèíàìèêà êðèñòàëëè÷åñêîéðåøåòêè è òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëîâ, ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëàõ.Êàæäûé ðàçäåë âêëþ÷àåò íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, îñ-íîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ òè-ïîâûõ çàäà÷ è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.
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�1. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðåøåòêàêðèñòàëëà1. Êîîðäèíàòû ëþáîãî óçëà ðåøåòêè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:
X = n1a1, Y = n2a2, Z = n3a3è îáîçíà÷àþòñÿ: [n1n2n3], ãäå ai � îñíîâíûå ïåðèîäû ðåøåòêè(i = 1, 2, 3), ni � öåëûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå èíäåêñàìè óçëà èîáîçíà÷àþùèå ÷èñëî ïåðèîäîâ ðåøåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå äàí-íîìó óçëó.2. Äëÿ îïèñàíèÿ íàïðàâëåíèÿ â êðèñòàëëå âûáèðàþò ïðÿìóþ, ïðî-õîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Åå íàïðàâëåíèå îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñàìè íàïðàâëåíèÿ, [n1n2n3], ãäå ni � èí-äåêñû áëèæàéøåãî ê íà÷àëó êîîðäèíàò óçëà ðåøåòêè.3. Ïåðèîä èäåíòè÷íîñòè âäîëü ïðÿìîé, çàäàííîé èíäåêñàìè

[n1n2n3], â êóáè÷åñêîé ðåøåòêå âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
I = a

√

n2
1 + n2

2 + n2
3 (1)ãäå a � ïàðàìåòð ðåøåòêè. Ïîä ïåðèîäîì èäåíòè÷íîñòè ïîäðà-çóìåâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè èäåíòè÷íûìè óçëà-ìè, ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé.4. Êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèå ïëîñêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ âçàèì-íî ïðîñòûìè öåëûìè ÷èñëàìè (hkl), íàçûâàåìûå èíäåêñàìèÌèëëåðà. Îíè îïðåäåëÿþò ñèñòåìó áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàë-ëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïëîñêîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàê-òåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì q = 0,±1,±2, .... Òàêèìîáðàçîì, êðèñòàëëîãðà�è÷åñêàÿ ïëîñêîñòü îäíîçíà÷íî çàäàåò-ñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ÷èñåë {(hkl), q}. Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ èíäåê-ñîâ íàä (èëè ïîä) áóêâîé ñòàâèòñÿ çíàê �ìèíóñ�, íàïðèìåð (hkl)[èëè (hkl)℄. Èíäåêñû [n1n2n3] ëþáîãî óçëà, ëåæàùåãî â äàííîéïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ:

n1h+ n2k + n3l = q (2)5



Ïðè q = 0 ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëèïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà êàêîé-ëèáî îñè êîîðäèíàò, òî ñîîòâåò-ñòâóþùèé èíäåêñ Ìèëëåðà ðàâåí íóëþ. Òàê, ïëîñêîñòü (110)ïàðàëëåëüíà îñè z, à ïëîñêîñòü (100) ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè
yz5. �àññòîÿíèå d ïëîñêîñòè îò íà÷àëà êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñ-ëîì q:

d =
q

b0
, (3)ãäå b0 = hb1 + kb2 + lb3 (4)âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè, bi (i = 1, 2, 3) � áàçèñíûå âåê-òîðû îáðàòíîé ðåøåòêè,b1 =

[a2, a3]
V0

, b2 =
[a3, a1]
V0

, b3 =
[a1, a2]
V0

, (5)
V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà.Èç �îðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå d ìåæäó ñîñåäíèìèïëîñêîñòÿìè (∆q = 0) 
 èíäåêñàìè (hkl) ðàâíî:

d =
1

√

h2b21 + k2b22 + l2b23
. (6)6. Êðèñòàëëè÷åñêèå ïëîñêîñòè îòñåêàþò íà îñÿõ êîîðäèíàò îòðåç-êè, ðàâíûå:

xq =
a1q

h
, yq =

a2q

k
, zq =

a3q

l
, (7)Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè q/h, q/k èëè q/l öåëûå ÷èñëà, òî ïëîñêîñòüïåðåñåêàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòíóþ îñü â óçëîâîé òî÷-êå.7. Ìîëÿðíûé îáúåì êðèñòàëëà :

Vµ =
µ

ρ
. (8)Çäåñü µ � ìîëÿðíàÿ ìàññà, ρ � ïëîòíîñòü êðèñòàëëà.6



8. Îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè â ñëó÷àå êóáè÷åñêîé ñèíãî-íèè:
V0 = a3, (9)ãäå a � ïàðàìåòð ðåøåòêè.9. Êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî N � êîëè÷åñòâî áëèæàéøèõ ñîñåäåéäëÿ êàæäîãî àòîìà (èîíà).10. Àòîìíûé ðàäèóñ ra, îïðåäåëÿåìûé 1/2 ðàññòîÿíèÿ ìåæäóáëèæàéøèìè ñîñåäÿìè.11. Ñòåïåíü óïàêîâêè f , ðàâíàÿ îòíîøåíèþ îáúåìà, çàíÿòîãîàòîìàìè (êàê òâåðäûìè øàðàìè) â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, ê ååîáúåìó.Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèòü ïàðàìåòð ðåøåòêè è ïëîòíîñòü êðèñòàë-ëà êàëüöèÿ, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäíèìè àòîìà-ìè ðàâíî 0.393 íì. �åøåòêà êóáè÷åñêàÿ, ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ.�åøåíèå: Ïàðàìåòð ðåøåòêè (a) è ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áëè-æàéøèìè ñîñåäíèìè àòîìàìè (d) â êóáè÷åñêîé ãðàíåöåíòðèðîâàí-íîé ðåøåòêå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

a = d
√
2.Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì:

a = 0.393 · 10−9 ·
√
2 = 5.56 · 10−10 ì.Ïëîòíîñòü êðèñòàëëà ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

ρ =
µ

NA

z

a3
=

40 · 10−3

6.02 · 1023
4

(5.56 · 10−10)3
= 1.55 · 103 êã/ì3.Çäåñü µ = 40·10−3 êã/ìîëü � ìîëÿðíàÿ ìàññà êàëüöèÿ, z = 4 � ÷èñëîàòîìîâ â ýëåìåíòàðíîì êóáå (�ÖÊ).Îòâåò: a = 5.56 · 10−10 ì, ρ = 1.55 · 103 êã/ì3.Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïåðèîä èäåíòè÷íîñòè I âäîëü ïðÿìîé

[231] â ðåøåòêå NaCl, åñëè ïëîòíîñòü êðèñòàëëà ρ = 2.17 ã/ñì3.�åøåòêà ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ.7



�åøåíèå: Ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè êðèñòàëëà NaCl îïðåäåëÿåòñÿñîîòíîøåíèåì:
a =

(

µz

ρNA

)1/3

.Äëÿ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé ðåøåòêè ÷èñëî èîíîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åé-êå z = 4. Ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöåé Ìåíäåëååâà, íàõîäèì:
Ar(Na) = 23, Ar(Cl) = 35. Ñëåäîâàòåëüíî, Mr(NaCl) = Ar(Na) +
Ar(Cl) = 58, îòêóäà µ(NaCl) = 58 · 10−3 êã/ìîëü. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñ-ëîâûå çíà÷åíèÿ â ïðåäûäóùóþ �îðìóëó, ïîëó÷èì a = 5.62 · 10−10ì. Ïåðèîä èäåíòè÷íîñòè êðèñòàëëà âäîëü ïðÿìîé [231]:

I = a
√

n2
1 + n2

2 + n2
3 = 5.62 · 10−10

√
4 + 9 + 1 = 13.3 · 10−10 ì.Îòâåò: I = 1.33 íì.Ïðèìåð 3. Íàïèñàòü èíäåêñû Ìèëëåðà äëÿ ïëîñêîñòè, ïðîõî-äÿùåé ÷åðåç óçëû ñ èíäåêñàìè: [010], [122], [132]. Íàéòè îòðåçêè,îòñåêàåìûå ýòèìè ïëîñêîñòÿìè íà îñÿõ êîîðäèíàò.�åøåíèå: Äëÿ ëþáîãî óçëà ñ èíäåêñàìè [n1n2n3], ëåæàùåãî âäàííîé ïëîñêîñòè, èíäåêñû Ìèëëåðà (hkl) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-øåíèþ:

n1h+ n2k + n3l = q,ãäå h, k, l, q � öåëûå ÷èñëà. Ïîäñòàâëÿÿ â äàííîå óðàâíåíèå ïîñëåäî-âàòåëüíî èíäåêñû âñåõ òðåõ óçëîâ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:






k = q,

h+ 2k − 2l = q,
h+ 3k + 2l = q.�åøàÿ ýòó ñèñòåìó â öåëûõ ÷èñëàõ, ïîëó÷àåì h = −6, k = 4, l =

−1; q = 4, ò.å. äàííàÿ ïëîñêîñòü çàäàåòñÿ èíäåêñàìè {(641); 4}. Îíàîòñåêàåò íà îñÿõ êîîðäèíàò îòðåçêè, ðàâíûå:










x0 = a1q/h = −2

3
a1,

y0 = a2q/k = a2,
z0 = a3q/l = −4a3.8



Çäåñü ai � îñíîâíûå ïåðèîäû ðåøåòêè (ãäå i = 1, 2, 3).Îòâåò: {(641); 4}, {−2/3a1, a2,−4a3}.Çàäà÷è1. �àññ÷èòàòü, ñêîëüêî àòîìîâ ïðèõîäèòñÿ íà îäíó ýëåìåíòàðíóþÿ÷åéêó â êðèñòàëëàõ ñ:à) ãðàíåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé;á) îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé.2. Âû÷èñëèòü ñòåïåíü óïàêîâêè àòîìîâ â êðèñòàëëàõ, èìåþùèõ:à) ïðîñòóþ êóáè÷åñêóþ ñòðóêòóðó;á) ÎÖÊ ñòðóêòóðó;â) �ÖÊ ñòðóêòóðó.3. Ïðîèçâåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ, çàïîëíèòü òàáëèöó:Õàðàêòåðèñòèêèðåøåòêè Ïðîñòàÿ êó-áè÷åñêàÿ ÎÖÊ �ÖÊÀòîìíûé ðàäèóñ×èñëî àòîìîâ â ýëå-ìåíòàðíîì êóáåÑòåïåíü óïàêîâêèÊîîðäèíàöèîííîå÷èñëî4. Ïëîòíîñòü ìåäè, èìåþùåé �ÖÊ ðåøåòêó, ðàâíà 8.96 ·103 êã/ì3.Âû÷èñëèòü îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè è àòîìíûé ðàäèóñ äëÿýòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ñêîëüêî àòîìîâ ñîäåðæèòñÿâ îáúåìå, ðàâíîì 1 ì3?5. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �ÖÊ ñòðóêòóðó ó çîëîòà, âû÷èñëèòüïîñòîÿííóþ ðåøåòêè, àòîìíûé ðàäèóñ è ÷èñëî àòîìîâ â îáúåìå,ðàâíîì 1 ì3. Ïëîòíîñòü çîëîòà ðàâíà 1.932 · 104 êã/ì3.6. Ïî òàáëè÷íûì çíà÷åíèÿì ìîëÿðíîé ìàññû è ïëîòíîñòè îïðåäå-ëèòü ïîñòîÿííóþ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ìîëèáäåíà, èìåþ-ùåãî ÎÖÊ ñòðóêòóðó. 9



7. α-æåëåçî ïðè òåìïåðàòóðå íèæå 910◦Ñ èìååò ÎÖÊ ñòðóêòóðó(a = 2.86 · 10−10 ì). Ïðè íàãðåâàíèè ñâûøå 910◦Ñ α-æåëåçîïåðåõîäèò â γ-ìîäè�èêàöèþ, ïðèîáðåòàÿ �ÖÊ ñòðóêòóðó (a =
3.56 · 10−10 ì). Êàê èçìåíèòñÿ ïëîòíîñòü æåëåçà â óêàçàííîìïðåâðàùåíèè?8. Îïðåäåëèòü èíäåêñû Ìèëëåðà äëÿ:à) ïëîñêîñòè, îòñåêàþùåé íà îñÿõ êóáè÷åñêîé ðåøåòêè îòðåçêè
A = a, B = 0.5a, C = 1.5a, ãäå a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè;á) äèàãîíàëåé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè.9. Îïðåäåëèòü îòðåçêè, îòñåêàåìûå íà îñÿõ êóáè÷åñêîé ðåøåò-êè ïëîñêîñòüþ (123). Èçîáðàçèòü ýòó ïëîñêîñòü è íàïðàâëåíèÿ
[001], [100], [110]. Îòâåò: a; 0.5a; 1/3a.10. Äîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå d ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïëîñêîñòÿ-ìè òèïà (hkl) â êóáè÷åñêîé ðåøåòêå ñ ðåáðîì a îïðåäåëÿåòñÿñîîòíîøåíèåì:

d =
a√

h2 + k2 + l2
.11. Çíàÿ ïîñòîÿííóþ êóáè÷åñêîé ðåøåòêè, âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèÿìåæäó êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèìè ïëîñêîñòÿìè d100, d110, d111 äëÿ:à) ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ñòðóêòóðû;á) ÎÖÊ ñòðóêòóðû;â) �ÖÊ ñòðóêòóðû.12. Äëÿ ïó÷êà ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé ñ äëèíîé âîëíû 1.537 · 10−10ì, ïàäàþùåãî íà êðèñòàëë àëþìèíèÿ, íàáëþäàåòñÿ áðýããîâñêîåîòðàæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ïëîñêîñòåé (111) ïîä óãëîì ñêîëü-æåíèÿ 19◦20′. Îïðåäåëèòü ïî ýòèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûìïîñòîÿííóþ Àâîãàäðî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî àëþìèíèé èìååò �ÖÊñòðóêòóðó, ïëîòíîñòü 2700 êã/ì3 è ìîëÿðíóþ ìàññó 0.02698êã/ìîëü.
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�2. Ýíåðãèÿ ñâÿçè êðèñòàëëîâ1. Ýíåðãèÿ èîííûõ êðèñòàëëîâ, îòíåñåííàÿ ê ïàðå ðàçíîèìåí-íûõ èîíîâ, âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé
U(r) = − αq2

4πε0r
+

β

rn
. (1)Çäåñü q � çàðÿä èîíà, α � ïîñòîÿííàÿ Ìàäåëóíãà, r � ðàññòî-ÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè èîíàìè, β, n � ïîñòîÿííûå. Ïåðâîåñëàãàåìîå â (1) ïðåäñòàâëÿåò ýíåðãèþ êóëîíîâñêîãî ìåæèîííî-ãî âçàèìîäåéñòâèÿ, âòîðîå � ýíåðãèþ êîðîòêîäåéñòâóþùèõ ñèëîòòàëêèâàíèÿ, îáóñëîâëåííûõ ïåðåêðûòèåì ýëåêòðîííûõ îáî-ëî÷åê ñîñåäíèõ àòîìîâ.2. Â ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ â óçëàõ ðåøåòêè íàõîäÿòñÿìîëåêóëû èëè íåéòðàëüíûå àòîìû. Ìåæäó àòîìàìè âîçíèêàåòñëàáîå �ëóêòóàöèîííî-äèïîëüíîå ïðèòÿæåíèå (ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà), ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà:

U(r) = −const

r6
. (2)3. Â ìåòàëëè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ ñâÿçü îáóñëîâëåíà âçàèìî-äåéñòâèåì ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ èîíîâ è ýëåêòðîíîâ ïðî-âîäèìîñòè. Â ïðîñòåéøåé ìîäåëè èîíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàêòî÷å÷íûå çàðÿäû, ëîêàëèçîâàííûå â óçëàõ ðåøåòêè, à ýëåêòðî-íû ïðîâîäèìîñòè � êàê ïîñòîÿííûé îäíîðîäíûé �îí îòðèöà-òåëüíîãî çàðÿäà. Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ ùåëî÷íîãî ìåòàëëà âðàñ÷åòå íà îäèí àòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

U(rs) = − 9e2

40πε0rs
+

3~2

10mr2s

(

9π

4

)2/3

. (3)Çäåñüm � çàðÿä è ìàññà ýëåêòðîíà, rs � ðàäèóñ ñ�åðû Âèãíåðà-Çåéòöà, ò. å. ðàäèóñ ñ�åðè÷åñêîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé îäèíýëåêòðîí (â öåíòðå ñ�åðû ðàñïîëîæåí òî÷å÷íûé èîí), ~ � ïî-ñòîÿííàÿ Ïëàíêà. 11



4. Äëÿ êîâàëåíòíîé ñâÿçè ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò âèä:
U(r) = − q2

4πε0r4
+ C exp (−αr), (4)ãäå C, α � ïîñòîÿííûå.Çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ �èçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõèîííûõ êðèñòàëëîâÊðèñòàëë Ïîñòîÿííàÿ ðåøåò-êè, a (10−10 ì) ÏîñòîÿííàÿÌàäåëóíãà, α Ýíåðãèÿ ñâÿçè(ÊÄæ/ìîëü)NaCl 5.64 1.748 765KCl 6.29 1.748 691CsCl 4.12 1.763 627Ïðèìåð 1. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè èîííûõêðèñòàëëîâ.�åøåíèå: Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êðèñòàëëà ñ ðàçíî-èìåííûìè èîíàìè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

U(r) = NUi = −N

(

αq2

4πε0r
− β

rn

)

. (5)Èñêëþ÷èì èç óðàâíåíèÿ êîíñòàíòó β ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ðàâíîâåñíîìñîñòîÿíèè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êðèñòàëëà äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé:
dU(r)

dr

∣

∣

∣

∣

∣

r=r0

= 0, (6)êîòîðàÿ ðàâíÿåòñÿ
β =

αq2rn−1
0

4πε0n
(7)îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

U(r) = −N
αq2

4πε0r

[

1− 1

n

(

r0
r

)n−1]

. (8)Âåëè÷èíà (−N
αq2

4πε0r0

) íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé Ìàäåëóíãà.12



Îòâåò: U(r) = −N
αq2

4πε0r

[

1− 1

n

(

r0
r

)n−1].Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïîñòîÿííóþ Ìàäåëóíãà äëÿ ëèíåéíîé áåñ-êîíå÷íîé öåïî÷êè èîíîâ, ÷åðåäóþùèõñÿ ïî çíàêó ýëåêòðè÷åñêîãî çà-ðÿäà (±e).�åøåíèå: Âûáåðåì îòðèöàòåëüíûé èîí çà èñõîäíûé, à ÷åðåç r0îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè èîíàìè. Óäîáíî ïðåäñòà-âèòü ïîñòîÿííóþ Ìàäåëóíãà â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå:
α

r0
=
∑

j,j 6=i

±1

rj
, (9)ãäå rj � ðàññòîÿíèå èîíà ñ íîìåðîì j îò èñõîäíîãî. �àñïèñûâàÿ ñóì-ìó, ïîëó÷èì

α

r0
= 2

[

1

r0
− 1

2r0
+

1

3r0
− 1

4r0
+ . . .

]

, (10)èëè
α = 2

[

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

]

. (11)Ìíîæèòåëü 2 ïîÿâëÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî íà êàæäîì äàííîì ðàññòîÿíèè
rj èìåþòñÿ äâà èîíà îäèíàêîâîãî çíàêà � ñïðàâà è ñëåâà. Âîñïîëü-çóåìñÿ �îðìóëîé ðàçëîæåíèÿ â ðÿä:

ln(1 + x) =

[

x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ . . .

]

. (12)Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè ïîñòîÿííàÿ Ìàäåëóíãà ðàâ-íà 2 ln 2.Îòâåò: α = 2 ln 2. Çàäà÷è1. Íàéòè ïîëíóþ ýíåðãèþ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè îäíîìåðíîãîèîííîãî êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî èç 2N ÷åðåäóþùèõñÿ ïî çíàêóçàðÿäà (±e) èîíîâ. Ñ÷èòàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îòòàëêèâà-íèÿ äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ïðîïîðöèîíàëüíîé 1/rn, ãäå n ≫ 1.�àâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè èîíàìè ðàâíî a0.13



2. Âû÷èñëèòü ïîñòîÿííóþ Ìàäåëóíãà äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè
NaCl. Ñóììèðîâàíèå ïðîâåñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àòîì-íûõ ñëîåâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ýëåêòðîíåé-òðàëüíóþ ãðóïïó àòîìîâ (ìåòîä Ýâüåíà). Ïðè ïîäñ÷åòå ó÷åñòüàòîìû òðåõ ýëåêòðîíåéòðàëüíûõ ãðóïï.3. Âû÷èñëèòü ïîñòîÿííóþ Ìàäåëóíãà äëÿ ñòðóêòóðû õëîðèäà íà-òðèÿ NaCl.Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì Ýâüåíà, ïðîâåñòè ðàñ÷åòïî äâóì ýëåêòðîíåéòðàëüíûì ãðóïïàì èîíîâ.4. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè èîííîãî êðèñòàëëà (1), ïî-êàçàòü, ÷òî ìîëÿðíàÿ ýíåðãèÿ ñâÿçè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàâíî-âåñíîìó êðàò÷àéøåìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó èîíàìè r = r0, âûðà-æàåòñÿ â âèäå

E = NA
αe2

4πε0r0

(

1− 1

n

)

,ãäå NA � ïîñòîÿííàÿ Àâîãàäðî.5. Çíàÿ ïîñòîÿííóþ ðåøåòêè a, êîíñòàíòó Ìàäåëóíãà α è ìîëÿð-íóþ ýíåðãèþ ñâÿçè â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, îöåíèòü çíà÷åíèåïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n â �îðìóëå (1) äëÿ ýíåðãèè èîííûõ êðè-ñòàëëîâ: 1) NaCl, 2) KCl. Óêàçàíèå: r0 = a/2.6. Êàê èçìåíèòñÿ ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå r0 ìåæäó áëèæàéøèìèèîíàìè è ýíåðãèÿ ñâÿçè ðåøåòêè NaCl, åñëè çàðÿä êàæäîãîèîíà âîçðàñòåò âäâîå?7. Ýíåðãèþ èîííûõ êðèñòàëëîâ, îòíåñåííóþ ê îäíîé ïàðå ðàçíî-èìåííûõ èîíîâ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèåì
U(r) = − αe2

4πε0r
+A exp (−r/ρ),ãäå A, α, ρ � 
onst. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ìîëÿðíîé ýíåðãèèñâÿçè Ec èîííîãî êðèñòàëëà â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè è âûâåñòè�îðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ρ.8. Íà îñíîâå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè îäíîâàëåíòíûõ ìåòàëëîâîöåíèòü ïîñòîÿííóþ ðåøåòêè êðèñòàëëè÷åñêîãî íàòðèÿ. Ñâÿçü14



ïîñòîÿííîé ðåøåòêè ñ ðàâíîâåñíûì ðàññòîÿíèåì äëÿ îáúåìíî-öåíòðèðîâàííîé ðåøåòêè 4πr30/3 = a3/2.
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�3. Äèíàìèêà êðèñòàëëè÷åñêîéðåøåòêè. Òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëîâ1. Ñîãëàñíî çàêîíó Äþëîíãà è Ïòè, ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòüõèìè÷åñêè ïðîñòûõ òâåðäûõ òåë ïðè òåìïåðàòóðàõ áîëüøèõòåìïåðàòóðû Äåáàÿ ΘD ðàâíà:
Cµ = 3R, (1)ãäå R = 8.31 Äæ/(ìîëü·Ê) � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿí-íàÿ. Äëÿ õèìè÷åñêè ñëîæíûõ òåë (ñîñòîÿùèõ èç àòîìîâ ðàç-ëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ) � çàêîíó Íåéìàíà-Êîïïà
Cµ = 3nR, (2)ãäå n � îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â õèìè÷åñêîé �îðìóëå ñîåäèíåíèÿ.2. Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü:
c =

Cµ

µ
(3)äëÿ õèìè÷åñêè ïðîñòûõ è

c =
3nR
∑

µi
(4)äëÿ õèìè÷åñêè ñëîæíûõ âåùåñòâ.3. Ýíåðãèÿ ε è êâàçèèìïóëüñ �îíîíà p ñâÿçàíû ñ öèêëè÷åñêîé÷àñòîòîé êîëåáàíèé ω è äëèíîé âîëíû λ ñîîòíîøåíèÿìè:

ε = ~ω, p =
h

λ
. (5)4. ×àñòîòà Äåáàÿ (ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé êðèñòàë-ëè÷åñêîé ðåøåòêè) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

ωD = ϑ(6π2n)1/3. (6)Çäåñü n = N/V = NAρ/µ � êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëå,
ρ � ïëîòíîñòü êðèñòàëëà, µ � ìàññà îäíîãî ìîëÿ âåùåñòâà.16



5. Òåìïåðàòóðà Äåáàÿ :
ΘD =

~ωD

kB
. (7)6. Ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðèòåìïåðàòóðå T ≪ ΘD:

Cµ =
12

5
π4R

(

T

ΘD

)3

. (8)7. Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ òåïëîâûõ êîëåáàíèé êðèñòàëëè÷åñêîéðåøåòêè â ðàñ÷åòå íà 1 ìîëü â ïðèáëèæåíèè òåîðèè Äåáàÿêàê �óíêöèÿ òåìïåðàòóðû îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì:
〈ε〉 = 9

8
RΘD

[

1 + 8

(

T

ΘD

)4 ∫ ΘD/T

0

x3dx

ex − 1

]

. (9)Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè òåïëîåìêîñòü Cêðèñòàëëà áðîìèäà àëþìèíèÿ (AlBr3) îáúåìîì V = 200 ñì3. Ïëîò-íîñòü êðèñòàëëà áðîìèäà àëþìèíèÿ ρ = 3.01 ã/ñì3. Óñëîâèå T > ΘDñ÷èòàòü âûïîëíåííûì.�åøåíèå: Õèìè÷åñêàÿ �îðìóëà ñîåäèíåíèÿ AlBr3 ñîäåðæèò ÷å-òûðå àòîìà (n = 4). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî çàêîíó Íåéìàíà-Êîïïà, ìî-ëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëà
Cµ = 3nR, (10)Òåïëîåìêîñòü âñåãî êðèñòàëëà:

C =
Cµ

µ
=

CµρV

µ
=

12RρV
(

Ar(Al) + 3Ar(Br)

)

· 10−3

, (11)Îòâåò: C = 225 Äæ/Ê.Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü äëèíó âîëíû �îíîíîâ â ñâèíöå, ñîîòâåò-ñòâóþùóþ ÷àñòîòå ω = 0.1 · ωD, åñëè ïëîòíîñòü ñâèíöà ρ = 11.3ã/ñì3, à ìîëÿðíàÿ ìàññà µ = 207 ã/ìîëü.�åøåíèå: ×àñòîòà Äåáàÿ (ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé êðè-ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:
ωD = ϑ(6π2n)1/3,17



ãäå ϑ � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîëåáàíèé (ñêîðîñòü çâóêà) â êðè-ñòàëëå, n � êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëå:
n = NAρ/µ.Â ïðåíåáðåæåíèè äèñïåðñèè çâóêà â êðèñòàëëå:

λF = 2πϑ/ω,

(

ϑ = E/p =
ωλ

2π

)èëè, ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è
λF = 20πϑ/ωD.Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé äëÿ ÷àñòîòû Äåáàÿ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿäëèíû âîëíû �îíîíà:

λF =
20π

(6π2NAρ/µ)1/3
.Îòâåò: λF = 5 íì.Ïðèìåð 3. Îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðó Äåáàÿ äëÿ ñåðåáðà, åñëèèçâåñòíî, ÷òî äëÿ íàãðåâàíèÿ ñåðåáðà ìàññîé m = 15 ã îò òåìïåðà-òóðû T1 = 5 K äî òåìïåðàòóðû T2 = 10K íàäî çàòðàòèòü êîëè÷åñòâîòåïëà Q = 6.8 · 10−2 Äæ. Óñëîâèå T ≪ ΘD ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì.�åøåíèå: Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è T ≪ ΘD, òî ìîæíî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé Äåáàÿ:

Cµ =
12

5
π4R

(

T

ΘD

)3

. (12)Òåïëîåìêîñòü C òåëà ñâÿçàíà ñ ìîëÿðíîé òåïëîåìêîñòüþ ñîîòíîøå-íèåì:
C =

Cµm

µ
(13)Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå óðàâíåíèå â ïðåäûäóùåå è èíòåãðèðóÿ ïî òåì-ïåðàòóðå îò T1 äî T2, ïîëó÷àåì:

Q =
3π4mR

5µΘ3
D

(

T 4
2 − T 4

1

)

. (14)18



Èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû Äåáàÿ
ΘD =

(

3π4mR

5µQ

[

T 4
2 − T 4

1

]

)1/3

. (15)Îòâåò: ΘD = 210 Ê. Çàäà÷è1. Ïîëüçóÿñü êëàññè÷åñêîé òåîðèåé, âû÷èñëèòü óäåëüíûå òåïëîåì-êîñòè c êðèñòàëëîâ êàìåííîé ñîëè è �ëþîðèòà (KCl è CaF2).Îòíîñèòåëüíûå àòîìíûå ìàññû: Ar(K) = 39.0, Ar(Cl) = 35.0,
Ar(Ca) = 40.0, Ar(F ) = 19.0.2. Âû÷èñëèòü ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëàNaClîáúåìîì V = 100 ñì3. Ïëîòíîñòü êðèñòàëëà ρ = 2.2 ã/ñì3.3. Îïðåäåëèòü èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè êðèñòàëëà êîðóíäà(Al2O3) ïðè íàãðåâàíèè îò T1 = 30◦C äî T2 = 150◦C. Ìàññàêðèñòàëëà m = 30 ã. Îòíîñèòåëüíûå àòîìíûå ìàññû: Ar(Al) =
27.0, Ar(O) = 16.0. Óñëîâèå T > ΘD ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì.4. Âû÷èñëèòü ÷àñòîòó Äåáàÿ â êðèñòàëëå çîëîòà. Òåìïåðàòóðà Äå-áàÿ äëÿ çîëîòà ðàâíà 180 K.5. Ìåäíûé îáðàçåö ìàññîé 50 ã íàõîäèòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå T1 = 10K. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî òåïëîòû, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî íàãðå-âàíèÿ äî òåìïåðàòóðû T2 = 15 K. Òåìïåðàòóðó Äåáàÿ äëÿ ìåäèïðèíÿòü ðàâíîé 300 K. Óñëîâèå T ≪ ΘD ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì.Îòíîñèòåëüíàÿ àòîìíàÿ ìàññà ìåäè ðàâíà Ar(Cu) = 64.0.6. Âû÷èñëèòü ïî òåîðèè Äåáàÿ òåïëîåìêîñòü öèíêà ìàññîé 80 ãïðè òåìïåðàòóðå T = 12K. Òåìïåðàòóðà Äåáàÿ äëÿ öèíêà ðàâíà
308 K. Îòíîñèòåëüíàÿ àòîìíàÿ ìàññà öèíêà ðàâíà Ar(Zn) =

65.0.7. Ïîëó÷èòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé äëÿíåîãðàíè÷åííîé ðåøåòêè èç îäèíàêîâûõ àòîìîâ ìàññîé M , èñ-ïîëüçóÿ óïðîùåííóþ ìîäåëü, â êîòîðîé âñå àòîìû ñìåùàþòñÿëèøü âäîëü îñè y. 19



8. Èñïîëüçóÿ ìîäåëü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, îïèñàííóþ â ïðåäû-äóùåé çàäà÷å, ïîëó÷èòü äëÿ íåå çàêîí äèñïåðñèè, ò.å. �óíêöè-îíàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûìâåêòîðîì k.9. Èñïîëüçóÿ çàêîí äèñïåðñèè, ïðèâåäåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà-÷å, îïðåäåëèòü ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü óïðóãèõ âîëí äëÿ îäíîìåð-íîé ðåøåòêè èç îäèíàêîâûõ àòîìîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðû-ìè â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ðàâíî a.10. Äëÿ ëèíåéíîé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç ÷åðåäóþùèõñÿ àòîìîâ ìàñ-ñàìè m1 è m2, ïîëó÷èòü è ïðîàíàëèçèðîâàòü çàêîí äèñïåðñèèäëÿ íîðìàëüíûõ ìîä, ó÷èòûâàÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áëèæàé-øèìè ñîñåäÿìè. Óïðóãóþ êîíñòàíòó ñ÷èòàòü îäèíàêîâîé è ðàâ-íîé β. Ïîñòðîèòü ãðà�èê çàâèñèìîñòè ω(k) äëÿ îïòè÷åñêîé èàêóñòè÷åñêîé âåòâåé.11. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ ϑl èïîïåðå÷íûõ ϑt êîëåáàíèé íå çàâèñÿò îò ÷àñòîòû è íàïðàâëåíèÿâîëíîâîãî âåêòîðà, íàéòè ÷èñëî àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ â èíòåð-âàëå ÷àñòîò [ω, ω+dω] è òåìïåðàòóðó Äåáàÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåí-íîé ðåøåòêè, ñîñòîÿùåé èç N îäèíàêîâûõ àòîìîâ.12. Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïîëó÷èòü ÷åðåç òåì-ïåðàòóðó Äåáàÿ ÷èñëî àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ äëÿ ðåøåòêè, ñî-ñòîÿùåé èç N àòîìîâ ñ ÷àñòîòîé â çàäàííîì èíòåðâàëå [ω, ω +
dω], è îïðåäåëèòü íàèâåðîÿòíåéøèå çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû è ýíåð-ãèè �îíîíà ïðè òåìïåðàòóðå, ðàâíîé ΘD/4. Ïðè êàêîé òåìïå-ðàòóðå íàèâåðîÿòíåéøèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è ÷àñòîòû ðàâíû èõìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì?13. Îöåíèòü ñêîðîñòü àêóñòè÷åñêèõ âîëí â êðèñòàëëå íàòðèÿ, åñ-ëè èçâåñòíî, ÷òî òåìïåðàòóðà Äåáàÿ è ïëîòíîñòü ìàññû ðàâíûñîîòâåòñòâåííî ΘD = 160 Ê, ρ = 0.97 ã/ñì3.14. Îöåíèòü ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è êâàçèèìïóëüñà �î-íîíà àëþìèíèÿ, åñëè òåìïåðàòóðà Äåáàÿ 374 Ê, ïëîòíîñòü 2700êã/ì3, ìîëÿðíàÿ ìàññà 0.02698 êã/ìîëü. Àëþìèíèé èìååò �ÖÊðåøåòêó. 20



15. Íàéòè çàâèñèìîñòü ïîëíîãî ÷èñëà �îíîíîâ â êðèñòàëëå, ñîñòî-ÿùåì èç N àòîìîâ, îò òåìïåðàòóðû. �àññìîòðåòü ïðåäåëüíûåñëó÷àè, êîãäà T ≫ ΘD, T ≪ ΘD.16. Ïîëàãàÿ, ÷òî ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëü-íûõ êîëåáàíèé íå çàâèñÿò îò ÷àñòîòû, îäèíàêîâû è ðàâíû ϑ,íàéòè äëÿ äâóìåðíîãî êðèñòàëëà � êâàäðàòíîé ðåøåòêè, ñîäåð-æàùåé N îäèíàêîâûõ àòîìîâ, ïëîùàäüþ S ÷èñëî êîëåáàíèé âèíòåðâàëå ÷àñòîò [ω, ω+dω] è õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðóÄåáàÿ.17. Îöåíèòü òåìïåðàòóðó Äåáàÿ äëÿ äâóìåðíîãî êðèñòàëëà, ñîäåð-æàùåãî 1014 àòîì/ñì2, ñ÷èòàÿ ñêîðîñòü òåïëîâûõ êîëåáàíèé
106 ñì/ñ.18. Îöåíèòü ïðèáëèæåííî ñêîðîñòü çâóêà â àëìàçå, çíàÿ, ÷òî òåì-ïåðàòóðà Äåáàÿ 1860 Ê, ðåøåòêà êóáè÷åñêàÿ ñ ïîñòîÿííîé a =
1.54 · 10−10ì.19. Íàéòè âûðàæåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò-êè â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ñ ó÷åòîì ýíåðãèè íóëåâûõêîëåáàíèé. �àññìîòðåòü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè T ≫ ΘD, T ≪ ΘD.
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�4. Ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëàõ1. �àâíîâåñíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ çà-äàííîé ïðîåêöèåé ñïèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ ðàñïðå-äåëåíèÿ Ôåðìè-Äèðàêà:
f(ε) =

1

exp

(

ε− εF
kBT

)

+ 1

, (1)ãäå
εF (T ) = εF (0)

[

1− π2

12

(

kBT

εF (0)

)2
] (2)� ýíåðãèÿ Ôåðìè.2. Ýíåðãèÿ Ôåðìè. Ïðè òåìïåðàòóðå ðàâíîé àáñîëþòíîìó íóëþ,ýíåðãèÿ Ôåðìè ðàâíà:

εF = εF (T = 0) =
p2F
2m∗ =

~
2

2m∗

(

3π2n

)2/3

, n =
N

V
. (3)Çäåñü m∗ è pF � ý��åêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà è èìïóëüñ Ôåð-ìè. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èìïóëüñà p è ñîîòâåò-ñòâóþùåé åìó ýíåðãèè ε ýëåêòðîíîâ ïðè T = 0 íàçûâàþòñÿ, ñî-îòâåòñòâåííî, èìïóëüñîì è ýíåðãèè Ôåðìè. Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ(ε = εF = const) ïîâåðõíîñòü (èëè ñîâîêóïíîñòü ïîâåðõíîñòåé)â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ, âíóòðè êîòîðîé âñå ñîñòîÿíèÿ çàïîë-íåíû ïðè T = 0 K íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè.3. Ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ îïðåäåëÿåò-ñÿ

〈ε〉 = 3εF
5

. (4)4. Òåìïåðàòóðà Ôåðìè è òåìïåðàòóðà âûðîæäåíèÿ Òåì-ïåðàòóðà âûðîæäåíèÿ � òåìïåðàòóðà, íèæå êîòîðîé â ãàçàõ ïî-ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûå ý��åêòû.
TF =

εF
kB

, Td =
4

(9π)1/3
TF . (5)22



Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ìàêñèìàëüíóþ ýíåðãèþ (ýíåðãèþ Ôåð-ìè), êîòîðóþ ìîãóò èìåòü ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû â ìåòàëëå (ìåäè)ïðè àáñîëþòíîì íóëå. Ïðèíÿòü, ÷òî íà êàæäûé àòîì ìåäè ïðèõî-äèòüñÿ ïî îäíîìó ñâîáîäíîìó ýëåêòðîíó. Ïëîòíîñòü ìåäè 8.9 ã/ñì3,ìîëÿðíàÿ ìàññà 64 ã/ìîëü.�åøåíèå: Çàïèøåì �îðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè Ôåðìèïðè àáñîëþòíîì íóëå:
εF =

~
2

2m∗

(

3π2n

)2/3

. (6)Òàê êàê, íà îäèí àòîì ìåäè ïðèõîäèòüñÿ ïî îäíîìó ñâîáîäíîìó ýëåê-òðîíó, òî êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ áóäåò ðàâíî êîíöåí-òðàöèè àòîìîâ â êðèñòàëëå.
n = ρNA/µ. (7)Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â �îðìóëó äëÿ ýíåðãèè Ôåðìè è ó÷è-òûâàÿ, ÷òî ý��åêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà ðàâíÿåòñÿ ìàññå ýëåêòðî-íà, ïîëó÷èì:

εF =
~
2

2me

(

3π2ρNA/µ

)2/3

= 6.93 ýÂ. (8)Îòâåò: C = 6.93 ýÂ.Ïðèìåð 2. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, êîòîðîåïðèõîäèòüñÿ íà îäèí àòîì íàòðèÿ ïðè T = 0 K. Ýíåðãèÿ Ôåðìè
εF = 3.12 ýÂ. Ïëîòíîñòü êðèñòàëëà 970 êã/ì3.�åøåíèå: Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè Ôåðìè îïðåäåëèì êîíöåí-òðàöèþ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå

n =
1

3π2

(

2m∗εF
~2

)3/2

. (9)Çíàÿ ïëîòíîñòü è ìîëåêóëÿðíóþ ìàññó íàòðèÿ íàéäåì êîíöåíòðà-öèþ àòîìîâ â êðèñòàëëå:
nat = ρNA/µ. (10)23



Áåðÿ îòíîøåíèå êîíöåíòðàöèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå êîáùåìó ÷èñëó àòîìîâ íàéäåì êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ ïðèõîäÿùèåñÿê îäíîìó àòîìó:
N =

n

nat
=

µ

3π2ρNA

(

2m∗εF
~2

)3/2

= 0.9952 ≈ 1. (11)Òàêèì îáðàçîì, íà îäèí àòîì íàòðèÿ ïðèõîäèòüñÿ îäèí ñâîáîäíûéýëåêòðîí. Îòâåò: N = 1.Ïðèìåð 3. �àññ÷èòàòü çíà÷åíèå ýíåðãèè Ôåðìè è òåìïåðàòóðûâûðîæäåíèÿ ãåëèÿ 3He â æèäêîì ñîñòîÿíèè è â ãàçîîáðàçíîì ñî-ñòîÿíèè ïðè àòìîñ�åðíîì äàâëåíèè ïðè òåìïåðàòóðå T = 300 K.Ïëîòíîñòü æèäêîãî ãåëèÿ ïðèíÿòü ðàâíîé 0.081 ã/ñì3.�åøåíèå: Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà p =

nkBT äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ãàçîîáðàçíîãî ãåëèÿ è çàâèñè-ìîñòü ýíåðãèè Ôåðìè îò êîíöåíòðàöèè, ïîëó÷èì
εF =

~
2

2me

(

3π2 p

kBT

)2/3

= 8 · 10−25 Äæ. (12)Îïðåäåëèì òåìïåðàòóðó âûðîæäåíèÿ
Td =

4

(9π)1/3
εF
kB

= 7.9 · 10−2 K. (13)Ñòîëü íèçêàÿ òåìïåðàòóðà âûðîæäåíèÿ ãåëèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ãåëèéïðè êîìíàòíûõ óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êëàññè÷åñêèì ãàçîì, ïîä-÷èíÿþùèìñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà.Äëÿ æèäêîãî ãåëèÿ, êîíöåíòðàöèÿ êîòîðîãî ðàâíà n = ρ/mHe =

1.62 · 1026 ì−3 ýíåðãèÿ Ôåðìè èìååò çíà÷åíèå
εF =

~
2

2me

(

3π2n

)2/3

= 6 · 10−23 Äæ, (14)à òåìïåðàòóðà âûðîæäåíèÿ
Td =

4

(9π)1/3
εF
kB

= 5.25 K. (15)Îòâåò: Äëÿ ãàçîîáðàçíîãî ãåëèÿ ýíåðãèÿ Ôåðìè ðàâíà εF =

8·10−25 Äæ, òåìïåðàòóðà âûðîæäåíèÿ Td = 7.9·10−2 K; äëÿ æèäêîãîãåëèÿ εF = 6 · 10−23 Äæ, Td = 5.25 K.24



Çàäà÷è1. Ýíåðãèÿ Ôåðìè â íåêîòîðîì ìåòàëëå εF = 3.5 ýÂ. �àññ÷èòàòüêîíöåíòðàöèþ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ýòîì ìåòàëëå è ñðåäíþþêèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðè T = 0 K.2. Òåìïåðàòóðà âûðîæäåíèÿ â íàòðèè Td = 3.6 · 104 K. Îïðåäå-ëèòü ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ â ýòîì ìåòàëëå è èõñðåäíþþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðè T = 0 K.3. Êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â íàòðèè ne = 2.5 · 1028ì−3. Îöåíèòü ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ â ýòîì ìå-òàëëå ïðè T = 0 K è òåìïåðàòóðó åãî âûðîæäåíèÿ.4. Îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðó âûðîæäåíèÿ Td äëÿ êàëèÿ, åñëè ñ÷è-òàòü, ÷òî íà êàæäûé àòîì ïðèõîäèòñÿ ïî îäíîìó ñâîáîäíîìóýëåêòðîíó. Ïëîòíîñòü êàëèÿ ρ = 860 êã/ì3.5. Âû÷èñëèòü ïîëîæåíèå óðîâíÿ Ôåðìè îòíîñèòåëüíî äíà çîíûïðîâîäèìîñòè â ïîëóïðîâîäíèêå ñ êîíöåíòðàöèåé èîíèçèðîâàí-íûõ äîíîðîâ Nd = 1023 ì−3. Ïðè òåìïåðàòóðå T = 300 K ïëîò-íîñòü ñîñòîÿíèé ó äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè Nc = 2.5 · 1025 ì−3.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çîíå ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëà ñ ïðîñòîé êó-áè÷åñêîé ðåøåòêîé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ýëåêòðîíîâ èìååò âèä
ε = ~

2k2/2m∗, ãäåm∗ � ý��åêòèâíàÿ ìàññà. Íàéòè çàâèñèìîñòüïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé g(ε) îò ýíåðãèè. Ïðè êàêîé ýíåðãèè ïî-âåðõíîñòü Ôåðìè êîñíåòñÿ ãðàíèöû çîíû Áðèëëþýíà?7. Íàéòè èíòåðâàë (â ýëåêòðîí-âîëüòàõ) ìåæäó ñîñåäíèìè ýíåðãå-òè÷åñêèìè óðîâíÿìè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè âáëèçè óðîâíÿÔåðìè ïðè àáñîëþòíîì íóëå òåìïåðàòóðû äëÿ ñåðåáðà, åñëèîáúåì ìåòàëëà V = 1 ñì3, m∗ = m è íà êàæäûé àòîì ïðèõî-äèòñÿ îäèí ñâîáîäíûé ýëåêòðîí.8. Ñ÷èòàÿ ïîâåðõíîñòü Ôåðìè ñåðåáðà ñ�åðîé, âû÷èñëèòü:à) ðàäèóñ ñ�åðû Ôåðìè â k-ïðîñòðàíñòâå;á) ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ�åðû Ôåðìè;â)ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé Ôåðìè.Ïëîòíîñòü è àòîìíûé âåñ ñåðåáðà ðàâíû 10.5 ã/ñì3, Ar(Ag) =25



107.87. Ý��åêòèâíóþ ìàññó ýëåêòðîíà ïðèíÿòü ðàâíîé ìàññåñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà.9. Âû÷èñëèòü ýíåðãèþ Ôåðìè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè ïðè àá-ñîëþòíîì íóëå òåìïåðàòóðû äëÿ íàòðèÿ è ëèòèÿ, ïîëàãàÿ, ÷òîý��åêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà m∗ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíà ìàññåñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà m.10. Ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè âûðàæåíèå äëÿ ìàê-ñèìàëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè âìåòàëëå ïðè àáñîëþòíîì íóëå òåìïåðàòóðû, åñëè èõ êîíöåíòðà-öèÿ ðàâíà n. Âû÷èñëèòü εmax äëÿ çîëîòà, ñ÷èòàÿ, ÷òî íà êàæäûéàòîì ïðèõîäèòñÿ îäèí ñâîáîäíûé ýëåêòðîí è m∗ = 1.2m.11. Íàéòè ñóììàðíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè çî-ëîòà îáúåìîì 1 ñì3 ïðè T = 0 Ê, ñ÷èòàÿ ñïðàâåäëèâûìè óñëî-âèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé g(ε) ïðîïîðöè-îíàëüíîé ε1/2 (ε � ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà).12. Âû÷èñëèòü òåìïåðàòóðó èäåàëüíîãî ãàçà, ó êîòîðîãî ñðåäíÿÿêèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ðàâíà ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåð-ãèè ýëåêòðîíîâ ñåðåáðà ïðè àáñîëþòíîì íóëå òåìïåðàòóðû. Ñ÷è-òàòü, ÷òî íà êàæäûé àòîì ñåðåáðà ïðèõîäèòñÿ îäèí ñâîáîäíûéýëåêòðîí è m∗ = m.13. ×èñëî ýëåêòðîíîâ, âûëåòàþùèõ çà ñåêóíäó ñ åäèíè÷íîé ïëîùà-äè ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ñî ñêîðîñòüþ [ϑ, ϑ + dϑ] îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèåì:
dn(ϑ) = 2π

(

m

h

)3

exp

(

− 1

kBT

[

mϑ2

2
+A

]

)

ϑ3dϑ,

A � ðàáîòà âûõîäà ýëåêòðîíà èç ìåòàëëà. Ñ÷èòàòü, ÷òî A ≫
kBT . Íàéòè ïëîòíîñòü òîêà íàñûùåíèÿ òåðìîýëåêòðîííîé ýìèñ-ñèè (�îðìóëó �è÷àðäñîíà) èç ìåòàëëà, èìåþùåãî ðàáîòó âûõî-äà A è íàãðåòîãî äî òåìïåðàòóðû T .14. Âû÷èñëèòü ñèëó òîêà òåðìîýëåêòðîííîé ýìèññèè îò ñåðåáðÿíîéïðîâîëîêè äëèíîé 5 ñì è äèàìåòðîì 2 ìì, íàãðåòîé äî òåìïå-ðàòóðû T = 2000 Ê. 26



15. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû �è÷àðäñîíà íàéòè ðàáîòó âûõîäà ìåòàë-ëè÷åñêîãî êàòîäà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðè íàãðåâàíèè åãî îò
T1 = 1500 Ê äî T2 = 2000 Ê òåðìîýëåêòðîííûé òîê óâåëè-÷èâàåòñÿ â 5000 ðàç.16. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè Ôåðìè äëÿ Na, εF = 3.2ýÂ è óäåëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè âáëèçè àáñîëþòíîãî íóëÿ
σ = 2.3 · 107 Îì−1ì−1, îöåíèòü âðåìÿ ðåëàêñàöèè ýëåêòðîíîâïðîâîäèìîñòè, åñëè m∗ = m.17. Ýíåðãèÿ Ôåðìè êàëèÿ εF = 2.1 ýÂ, à ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ïðè
T = 0 Ê σ = 1.6 · 107 Îì−1ì−1. �àññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ ýòèõäàííûõ ñðåäíþþ äëèíó ïðîáåãà Λ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè,ïîëàãàÿ m∗ = m.18. Ïî ìåäíîé ïðîâîëîêå ñ ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ S = 0.01 ñì2 ïðîõî-äèò òîê I = 20 À. Îöåíèòü ñêîðîñòü äðåé�à ýëåêòðîíîâ â ýëåê-òðè÷åñêîì ïîëå è ñðàâíèòü åå ñî ñêîðîñòüþ Ôåðìè ïðè T = 0Ê. Ñ÷èòàòü, ÷òî m∗ = m.19. Â ñëó÷àå íàòðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ïðè T = 300 Ê ðàâíà
2.17 · 107 Îì−1ì−1 è m∗ = 1.2m. Âû÷èñëèòü:à) ñðåäíþþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíà ïðè T = 300Ê;á) äðåé�îâóþ ñêîðîñòü â ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ 100 Â/ì;â) ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ïåðåìåñòèòñÿ ýëåêòðîí â íèòè íàêàëàëàìïû äëèíîé 1 ì, åñëè ê íåé ïðèëîæåíî ïåðåìåííîå íàïðÿæå-íèå 110 Â ñ ÷àñòîòîé 60 �ö.
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Îòâåòû è óêàçàíèÿ�1. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðåøåòêà êðèñòàëëà1. 4; 2.2. 0.52; 0.68; 0.74.4. 4.71 · 10−29 ì3; 1.28 · 10−10 ì; 8.49 · 1028 ì−3;5. 4.08 · 10−10 ì; 1.44 · 10−10 ì; 5.91 · 1028.6. 3.15 · 10−10 ì.7. Óâåëè÷èòüñÿ â 1.038 ðàç.8. (362); [111]; [111]; [111]; [111].9. a; 0.5a; 1/3a.11. à) d100 = a; d110 = a/
√
2; d111 = a/

√
3.á) d100 = a/2; d110 = a/

√
2; d111 = a/2

√
3.â) d100 = a/2; d110 = a/2

√
2; d111 = a/

√
3.�2. Ýíåðãèÿ ñâÿçè êðèñòàëëîâ1. U(a0) = −NA

αe2

4πε0a0

(

1− 1

n

)

.2. α ≈ 1.71.3. α ≈ 1.752.4. E = NA
αe2

4πε0r0

(

1− 1

n

).5. 9.04; 9.61.6. Óìåíüøàåòñÿ â 41/(n−1) ðàç; âîçðàñòàåò â 4n/(n−1) ðàç.7. Eb = N0
αe2

4πε0r0

(

1− ρ

r0

)

, ρ = r0

(

1− 4πε0r0Eb

N0αe2

)

.8. 2.64 · 10−10 ì.
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�3. Äèíàìèêà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.Òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëîâ1. 673.8 Äæ/K, 958.8 Äæ/K.2. 187.5 Äæ/K.3. 4.40 êÄæ.4. 23.65 · 1013 �ö.5. 0.571 Äæ.6. 0.141 Äæ/K.7. Md2Un

dt2
= −α

(

2Un − Un−1 − Un+1

).8. ω =

∣

∣

∣

∣

ωmax sin

(

ka

2

)
∣

∣

∣

∣

.9. ϑ = aωmax cos(ka/2)/2.11. V ω2dω

2π2

(

1

ϑ3
l

+
2

ϑ3
t

), θ =
~

kB

[

18π2N

V

(

1/ϑ3
l + 2/ϑ3

t

)

]1/3.12. 9N( ~

kBθ

)3
ω2dω

exp

(

~ω/kBT

)

− 1

, εp = 1.6kBT , ωp = 0.4kBθ,
T = 0.625θ.13. 1837 ì/ñ.14. 0.032 ýÂ.15. n ∼ T , n ∼ T 3.16. Sωdω
ϑ2π

, 2~ϑ(πN/S)1/2

kB
.17. 270K.18. 4820 ì/ñ.19. U0 + 3NkBT , U0 +

3π4

5
NkBT

(

T

θ

)3, U0 =
9

8
NkBθ.
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�4. Ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëàõ1. 3 · 1028 ì−3, 1.5 ýÂ.2. 1.2 · 106 ì/ñ, 2.45 ýÂ.3. 1.04 · 106 ì/ñ, 4.71 · 104 K.4. Td = 3.12 · 104 K.5. (εF − Ec) = −0.143 ýÂ.6. g(ε)dε = 4π

~3

(

2m∗)3/2dε, h2/8m∗a2.7. 6.2 · 10−23 ýÂ.8. 1.2 · 1010 ì−1, 4.5 · 1020 ì−2, 1.49 · 106ì/ñ.9. 3.2 ýÂ, 4.7 ýÂ.10. 4.6 ýÂ.11. 2.6 · 104 Äæ/ñì3.12. 25000 Ê.13. j = BT 2 exp
(

−A/kBT
), B = 4πek2m/h3.14. 0.02 À.15. 4.1 ýÂ.16. 3.16 · 10−14 ñ.17. 3.54 · 10−8 ì.18. 1.5 · 10−3 ì/ñ, vF/vd = 109.19. 2.7 · 10−8 ì, 0.44 ì/ñ, 0.004 ì.
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