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Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî è

ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ

îòíîñèòåëüíîñòè

1. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè.

Ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.

Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ: òîæäå-

ñòâåííûå ìåõàíè÷åñêèå îïûòû, ïîñòàâëåí-

íûå â ëþáûõ äâóõ ÈÑÎ, äàäóò òîæäåñòâåí-

íûå ðåçóëüòàòû.



Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ çàêîíîâ êëàññè÷å-

ñêîé ìåõàíèêè äîëæíû áûòü îäèíàêîâû â ëþ-

áûõ äâóõ ÈÑÎ, ò.å. ýòè óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíû

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷å-

òà (ÑÎ) ñîáûòèå õàðàêòåðèçóåòñÿ âðåìåíåì

è ìåñòîì, ò.å. óïîðÿäî÷åííîé ÷åòâåðêîé âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë

〈t;x〉 =
〈
t;x1;x2;x3

〉
∈ R4.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ

èìåþò âèä

〈t̂; x̂〉 = 〈t;Ax+ x0 −Vt〉 ,

ãäå x0 � ïîñòîÿííûé âåêòîð, A � îðòîãîíàëü-

íûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà R3, V � âåêòîð ñêî-

ðîñòè.



Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö èçìåíåíèå ïîëî-

æåíèÿ îäíîé èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö,

â ñèëó âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, îòðàæàåòñÿ

íà îñòàëüíûõ ÷àñòèöàõ â òîò æå ìîìåíò, ò.å.

âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ìãíîâåííî

(äàëüíîäåéñòâèå).

Íî ýòîò âûâîä íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ

îïûòíûìè äàííûìè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíîé ñêîðî-

ñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé.

Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íåèíâàðè-

àíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ, à

ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ êî-

íå÷íîé ñêîðîñòüþ.

Íàèáîëüøåé ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è ñèãíàëà ÿâëÿ-

åòñÿ ñêîðîñòü ñâåòà



c = 299792458±1,2 ì/c â âàêóóìå (1975 ã.), êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ëþáîé ÷àñòîòû

â âàêóóìå, ò.å. îïûòíûå äàííûå ñîãëàñóþòñÿ ñ

òåîðèåé Ìàêñâåëëà.

Â 1905 ãîäó À. Ýéíøòåéí ðàñïðîñòðàíèë ïðèí-

öèï îòíîñèòåëüíîñòè íà âñå ÿâëåíèÿ ïðèðîäû:

âñå òîæäåñòâåííûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ âî

âñåõ ÈÑÎ ïðè îäèíàêîâûõ íà÷àëüíûõ óñëî-

âèÿõ ïðîòåêàþò îäèíàêîâî.

Åãî âòîðîé ïîñòóëàò áûë òàêèì: ñêîðîñòü

ñâåòà â âàêóóìå îäèíàêîâà ïî âñåì íàïðàâ-

ëåíèÿì è â ëþáîé îáëàñòè äàííîé ÈÑÎ è

îäèíàêîâà âî âñåõ ÈÑÎ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âìåñòî ýòîãî ïîñòóëàòà èñ-

õîäÿò èç òîãî, ÷òî â ïðèðîäå ñóùåñòâóåò ïðå-

äåëüíàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ è



ïîëàãàþò, ÷òî ýòà ñêîðîñòü åñòü ñêîðîñòü ñâå-

òà â âàêóóìå (íî ÑÒÎ íå óòðàòèëà áû ñìûñëà,

åñëè áû ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü îêàçàëàñü èíîé).

Èç òîãî, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà ÿâëÿåòñÿ ïðå-

äåëüíîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìî-

äåéñòâèé, ñëåäóåò, ÷òî îíà äîëæíà èìåòü îäíî

è òî æå çíà÷åíèå âî âñåõ ÈÑÎ (èíà÷å ðàçëè÷-

íûå ÈÑÎ ñòàëî áû âîçìîæíûì ðàçëè÷èòü è â

ñèëó ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè ïîëó÷èëîñü áû

ïðîòèâîðå÷èå).

Åñëè â R4 ââåñòè ïñåâäîñêàëÿðíîå óìíîæå-

íèå

(
〈
x0;x

〉
,
〈
y0;y

〉
) = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 =

x0y0 − (x,y),



ãäå x =
〈
x1;x2;x3

〉
, y ∈ R3, òî ïîëó÷èì, òàê íà-

çûâàåìîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî R4
1.

Åñëè 〈t1;x〉, 〈t2;y〉 � äâà ñîáûòèÿ, òî âåëè÷èíà

s12 =
√
c2(t2 − t1)2 − (x− y)2

íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì èëè ðàññòîÿíèåì

ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè. Îáû÷íî ïîëàãàþò

x0 = ct1, y
0 = ct2.

Èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðè ïðåîá-

ðàçîâàíèè ÈÑÎ ê ëþáîé äðóãîé ÈÑÎ, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ïîñòî-

ÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà â ëþáîé ÈÑÎ.

Íàéäåì ãðóïïó ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé O(1,1) ïðîñòðàíñòâà R2
1, ïðîèçâîëüíûé



ýëåìåíò êîòîðîé îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé òî÷êó

(0; 0) ∈ R2
1.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå óñëîâèå

ñîõðàíåíèÿ ìàòðèöû G ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

ïðè äåéñòâèè ýòîé ãðóïïû

G = A>GA, G =

(
1 0
0 −1

)
.

Òîãäà îáùèé âèä ýëåìåíòà O(1,1) ñëåäóþùèé

A = ±
(

ch Ψ ± sh Ψ
sh Ψ ± ch Ψ

)
, Ψ ∈ R,

à îáùèé âèä ïðåäñòàâèòåëÿ êîìïîíåíòû åäèíè-

öû ãðóïïû O(1,1) òàêîé(
ch Ψ sh Ψ
sh Ψ ch Ψ

)
.

Ðàññìîòðèì ÈÑÎ K(O;
〈
x0;x

〉
) è äâèæóùóþñÿ



îòíîñèòåëüíî íåå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V

âäîëü îñè Ox1 ÈÑÎ K̂(Ô;
〈
x̂0; x̂

〉
).

Îðòîõðîííûå (ñ íåèçìåííûì íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè) ïñåâäîîðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïåðâîãî ðîäà (ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì)

ýòèõ êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì ïðèìåðà èìåþò âèä

x0 = x̂0 ch Ψ + x̂1 sh Ψ, x1 = x̂0 sh Ψ + x̂1 ch Ψ,

x2 = x̂2, x3 = x̂3, Ψ ∈ R.

Ðàññìîòðèì â ñèñòåìå K äâèæåíèå íà÷àëà Ô :

x̂ = 0. Òîãäà ïîëó÷èì

V

c
=
x1

ct
=
x1

x0
= th Ψ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sh Ψ =
B√

1−B2
, ch Ψ =

1√
1−B2

,



ãäå B = V
c = th Ψ. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-

äèíàò ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

x0 = Γ(x̂0 +Bx̂1), x1 = Γ(Bx̂0 + x̂1),

x2 = x̂2, x3 = x̂3, Γ = (1−B2)−1/2.

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèÿìè Ëîðåíöà.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â îáùåì ñëó÷àå,

êîãäà ÈÑÎ K̂ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ÈÑÎ K ñ

ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé âåêòîðîì

V, è B = V

c , èìåþò âèä

x̂0 = Γ(x0 − (B,x)),

x̂ =
Γ

B2{[(B,x)−B2x0]B+[B2x−(B,x)B]
√

1−B2}.



Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî q = x

x0 � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷-

êè èç îòêðûòîãî øàðà B(0,1) ⊂ R3, òî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îïðåäåëÿò ïàðàëëåëü-

íûé ïåðåíîñ â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà

ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â ýòîì øàðå íà

âåêòîð (−B):

q̂ =
((B,q)−B2)B+ (B2q− (B,q)B)

√
1−B2

B2(1− (B,q))
.

2. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà

ñêîðîñòåé ÷àñòèö â ÑÒÎ.

3-ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû â ÑÎ K íàçûâàåòñÿ âåê-

òîð

v =

〈
dx1

dt
;
dx2

dt
;
dx3

dt

〉
=
dx

dt
.



Ïóñòü

b =
v

c
=

dx

dx0

è ÈÑÎ K̂ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî K ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ V âäîëü îñè Ox1.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåí-
öà, ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåííîé 3-
ñêîðîñòè â êîîðäèíàòàõ

b1 =
b̂1 +B

1 +Bb̂1
, b2 =

b̂2
√

1−B2

1 +Bb̂1
, b3 =

b̂3
√

1−B2

1 +Bb̂1
.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâåäåííîé
3-ñêîðîñòè â âåêòîðíîì âèäå ñëåäóþùåå

b̂ =
((B,b)−B2)B+ (B2b− (B,b)B)

√
1−B2

B2(1− (B,b))
.

Êðîìå òîãî,

b̂
2

=
(b−B)2 − [B,b]2

(1− (B,b))2
=



(1− (B,b))2 − (1− b2)(1−B2)

(1− (B,b))2
,

1− b̂2
=

(1− b2)(1−B2)

(1− (B,b))2
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà åñòü äðóãàÿ ôîðìà òåî-

ðåìû êîñèíóñîâ ïëàíèìåòðèè Ëîáà÷åâñêî-

ãî. Äåéñòâèòåëüíî, íàïèøåì òåîðåìó êîñèíóñîâ

ch ρ(0, b̂) = ch ρ(0,b) ch ρ(0,B)−

sh ρ(0,b) sh ρ(0,B) cosα,

ãäå α � âåëè÷èíà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè B è b,

â âèäå

(1−b̂2
)−1/2 = (1−b2)−1/2(1−B2)−1/2(1−(b,B)).

Îñòàëîñü âîçâåñòè îáå ÷àñòè â ñòåïåíü (−2).

Ïåðâóþ ôîðìóëó ëåãêî ïîëó÷èòü èç âòîðîé è åå



ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïà-

ðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð (−B) åñòü äâè-

æåíèå.

Åñëè ïðèáëèæåííî B = b+ db, òî ïîëó÷èì ðè-

ìàíîâó ìåòðèêó â ïðîñòðàíñòâå ïðèâåäåí-

íûõ ñêîðîñòåé

dl2 =
db2 − [db,b]2

(1− b2)2
=

(1− b2)db2 + (b, db)2

(1− b2)2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé ÷à-

ñòèö ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ëîáà÷åâñêî-

ãî, à ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû ÿâ-

ëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ñîáûòèé

ds2 = c2dt2 − dx2 = (1− b2)c2dt2 = γ−2(dx0)2,



ãäå γ = (1− b2)−1/2 = ch ρ(0,b) = chψ.

4-ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû â R4
1 íàçûâàåòñÿ âåêòîð

ñ êîìïîíåíòàìè

ui =
dxi

ds
, i = 0,1,2,3.

Êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè óäîâëåòâîðÿþò

òîæäåñòâó 〈
u0;u

〉2
= 1.

Äåéñòâèòåëüíî,〈
u0;u

〉
= γ 〈1;b〉 ,

〈
u0;u

〉2
= γ2(1− b2) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, 4-ñêîðîñòü ÷àñòèöû åñòü

ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè èç

S+(0,1) = {
〈
x0;x

〉
∈ R4

1 :
〈
x0;x

〉2
= 1, x0 > 0}.



Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ: äëÿ ëþ-

áîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òà-

êîé èíòåãðàë S (äåéñòâèå), êîòîðûé ìèíè-

ìàëåí âäîëü ìàëûõ ó÷àñòêîâ ëèíèè äâèæå-

íèÿ.

Äåéñòâèå äëÿ ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû

äîëæíî áûòü èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðå-

îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

äîëæåí áûòü âçÿò îò ñêàëÿðà −α, óìíîæåííîãî
íà äèôôåðåíöèàë ïåðâîé ñòåïåíè îò èíòåðâàëà

(ìèíóñ âûáðàí, ÷òîáû èíòåãðàë ïðèíèìàë âäîëü

ïðÿìîé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå)

S = −α
b∫
a

ds = −α
t2∫
t1

c

√
1−

v2

c2
dt.

Ïðè c→∞ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L = −αc

√
1−

v2

c2



äîëæíà ïåðåéòè â åå êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå

L =
mv2

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, α = mc. Òàêèì îáðàçîì, ôóíê-

öèÿ Ëàãðàíæà è äåéñòâèå èìåþò âèä

L = −mc2γ−1, S = −mc
b∫
a

ds.

3-èìïóëüñîì ÷àñòèöû íàçûâàåòñÿ âåêòîð

p =
∂L

∂v
= mcγb.

Òîãäà ìîäóëü 3-èìïóëüñà èìååò âèä

|p| = mc shψ.

Ýíåðãèåé ÷àñòèöû íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E = (v,
∂L

∂v
)− L.



Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ 3-èìïóëüñà, ïîëó÷èì

E = (v,p)− L = mc2γ = mc2 chψ.

Ýíåðãèåé ïîêîÿ ÷àñòèöû íàçûâàåòñÿ âåëè÷è-

íà åå ýíåðãèè ïðè v = 0, ò.å. E0 = mc2.

Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ÷àñòèöû ñâÿçàíû ñëåäóþùè-

ìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Ñâÿçü 1.

E2

c2
− p2 = m2c2.

Ñâÿçü 2.

p =
Ev

c2
.

Åñëè ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû ðàâíà íóëþ (íàïðè-

ìåð, äëÿ ôîòîíà), òî èç ýòîé ôîðìóëû ïðè

|v| = c ïîëó÷èì

|p| =
E

c
.



Â îáû÷íîì æå ñëó÷àå èç |v| → c ñëåäóåò E →∞
è |p| → ∞.

Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû 4-èìïóëüñà ÷àñòè-

öû îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

pi = −
∂S

∂xi
= mcui.

Ñëåäîâàòåëüíî,

pi = mcui,
〈
p0; p1; p2; p3

〉
=
〈
E

c
;p
〉

è 4-èìïóëüñ ÷àñòèöû åñòü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè

èç S+(0,mc) â R4
1, ò.å.〈
p0;p

〉2
= m2c2.

Ýòî òîæäåñòâî â ñèëó ôîðìóëû
〈
p0;p

〉
=
〈
E
c ;p

〉
ýêâèâàëåíòíî ñâÿçè 1

E2

c2
− p2 = m2c2.



Ïðè ïåðåõîäå ê ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà

4-ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòîáðàçèòñÿ â b, à 4-

èìïóëüñ îòîáðàçèòñÿ â mcb.

3. Ýôôåêò Äîïëåðà. Óïðóãîå

ñòîëêíîâåíèå äâóõ ÷àñòèö.

Ýôôåêò Äîïëåðà åñòü ñäâèã ÷àñòîòû èçëó-

÷åíèÿ ïðè óäàëåíèè (ïðèáëèæåíèè) èñòî÷-

íèêà èçëó÷åíèÿ îò íàáëþäàòåëÿ, ò.å. ÷àñòî-

òà âîëíû çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè

èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ è íàáëþäàòåëÿ.

Ñíà÷àëà ïðèïèøåì ôîòîíó íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ

ìàññó è îïðåäåëèì åãî ýíåðãèþ â íîâîé CO, à

çàòåì ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ñòðåìëåíèè ìàñ-

ñû ê íóëþ è àáñîëþòíîé ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè

ê åäèíèöå.



Ïóñòü K � ÑÎ èçëó÷àòåëÿ, â êîòîðîé ýíåðãèÿ

÷àñòèöû F ñ ìàññîé m ðàâíà E = mc2 chψ.

Ïóñòü íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â ÑÎ K̂, êîòîðàÿ

äâèæåòñÿ ñ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòüþ B îòíîñè-

òåëüíî K ïîä óãëîì θ ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ

÷àñòèöû F . Èñïîëüçóåì òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè èç K â K̂

Ê = mc2 ch ψ̂ = mc2(chψ ch Ψ− shψ sh Ψ cos θ) =

E(ch Ψ− thψ sh Ψ cos θ).

Òîãäà îòíîøåíèå

Ê

E
= ch Ψ− thψ sh Ψ cos θ

óæå íå çàâèñèò îò ìàññû ÷àñòèöû è íåòðóäíî

ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ôîòîíó: òî÷êà F ,

èçîáðàæàþùàÿ ïðèâåäåííóþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû,



óéäåò íà àáñîëþò, ò.å. àáñîëþòíàÿ ïðèâåäåííàÿ

ñêîðîñòü ÷àñòèöû |b| = thψ â ïðåäåëå äàñò åäè-

íèöó.

Ó÷òåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ ýíåðãèè ôîòî-

íà E = hν, ãäå ν � ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíî-

ãî èçëó÷åíèÿ, h = 6,626176 ∗ 10−34Äæ ∗ ñåê �

ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Òîãäà ïîëó÷èì ôîðìóëó,

îïðåäåëÿþùóþ èñêîìûé ñäâèã ÷àñòîòû.

ν̂

ν
=
Ê

E
= ch Ψ− sh Ψ cos θ = Γ(1− |B| cos θ).

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà

θ = 0. Òîãäà

ν̂

ν
= ch Ψ− sh Ψ = e−Ψ,

òî åñòü ïðèíèìàåìàÿ íàáëþäàòåëåì ÷àñòîòà â

eΨ ðàç ìåíüøå ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêîì.



Âûðàçèì àáñîëþòíóþ ñêîðîñòü óäàëåíèÿ ÷åðåç

ýòè ÷àñòîòû

|V| = c th Ψ = c
eΨ − e−Ψ

eΨ + e−Ψ
= c

ν2 − ν̂2

ν2 + ν̂2
.

Åñëè â óäàëÿþùåéñÿ ãàëàêòèêå âîçáóæäåííûå

àòîìû èçëó÷àþò ñâåò ñ ÷àñòîòîé ν, òî äëÿ íà-

áëþäàòåëÿ íà Çåìëå êàæäàÿ ëèíèÿ ýòîãî ñïåê-

òðà â ñèëó ýôôåêòà Äîïëåðà îêàæåòñÿ ñäâèíó-

òîé è áóäåò èìåòü ÷àñòîòó ν̂.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû óñòàíîâèëè, ÷òî

áîëüøèíñòâî ãàëàêòèê óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà

ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèÿì

ìåæäó íèìè. Íî ãàëàêòèêà Àíäðîìåäû, íàõîäÿ-

ùàÿñÿ îò íàøåé íà ðàññòîÿíèè â 2,5 ìëí ñâå-

òîâûõ ëåò, ïðèáëèæàåòñÿ ê íàøåé ãàëàêòèêå ñî

ñêîðîñòüþ 120êì/ñ è îíè íà÷íóò ñòàëêèâàòü-

ñÿ ÷åðåç 4 ìëðä ëåò.



Òàê íàçûâàåìûå êâàçàðû èìåþò êðàñíîå ñìå-

ùåíèå ν̂
ν îò 2 äî 2,5, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñêîðî-

ñòè óäàëåíèÿ |V| îò 0,6c äî 0,7c.

Óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ ÷àñòèö ýòî òà-

êîå ñòîëêíîâåíèå, ïðè êîòîðîì íå èçìåíÿþòñÿ

âíóòðåííèå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèö.

Ïóñòü â ÑÎ K äî ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöà A èìååò

3-èìïóëüñ pA = 0 è ýíåðãèþ EA, à ÷àñòèöà D

èìååò 3-èìïóëüñ pD è ýíåðãèþ ED.

Èõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åñòü E = EA + ED è ïîëíûé

3-èìïóëüñ, âäîëü êîòîðîãî íàïðàâèì îñü Ox1,

åñòü p = pA + pD.

Ïóñòü íà÷àëî íîâîé ÑÎ K̂ åñòü ¾öåíòð èíåð-

öèè¿, ò.å. â ýòîé ÑÎ ñóììà èìïóëüñîâ îáåèõ ÷à-

ñòèö ðàâíà íóëþ. È ïóñòü ýòî íà÷àëî äâèæåòñÿ

îòíîñèòåëüíî K ñî ñêîðîñòüþ V.



Ïîñëå ñîóäàðåíèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ è ïîëíûé èì-

ïóëüñ íå èçìåíÿòñÿ, èìïóëüñû ÷àñòèö òîëüêî

ïîâåðíóòñÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè Ô íà

íåêîòîðûé óãîë ϕ.

Îñòàâèì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èìïóëü-

ñîâ, îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé è ýíåðãèé ïîñëå

ñòîëêíîâåíèÿ. Òîãäà ϕ = ∠bDÔb̂D.

Íàéäåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñ

ïîìîùüþ òåîðåìû êîñèíóñîâ ïëàíèìåòðèè Ëî-

áà÷åâñêîãî è óñëîâèÿ äëÿ èìïóëüñîâ â K̂ p̂A =

−p̂D.

E = EA + ED = mAc
2 chψA +mDc

2 chψD =

mAc
2(ch ψ̂A ch Ψ− sh ψ̂A sh Ψ cosϕ)+

+mDc
2(ch ψ̂D ch Ψ− sh ψ̂D sh Ψ cos(π − ϕ)) =



(ÊA+ ÊD) ch Ψ−(|p̂A|− |p̂D|)c sh Ψ cosϕ = Ê ch Ψ.

Ïóñòü ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â K ñêîðîñòè ÷àñòèö
A è D ñîñòàâëÿþò óãëû α è θ ñîîòâåòñòâåííî ñ
îñüþ Ox1.

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åíîãî çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîëíîé ýíåðãèè è òåîðåìû êîñèíóñîâ íàéäåì ìî-
äóëü ïîëíîãî 3-èìïóëüñà

|p| = |pA| cosα+ |pD| cos θ =

mAc shψA cosα+mDc shψD cos θ =

mAc
chψA ch Ψ− ch ψ̂A

sh Ψ
+mDc

chψD ch Ψ− ch ψ̂D
sh Ψ

=

E ch Ψ− Ê
c sh Ψ

=
Ê(ch2 Ψ− 1)

c sh Ψ
=
Ê

c
sh Ψ.

Èòàê, ïîëó÷èëè ôîðìóëû

E = Ê ch Ψ, |p| =
Ê

c
sh Ψ.



Èç âòîðîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ñîõðàíåíèå

ïîëíîãî èìïóëüñà â ïðîèçâîëüíîé ÑÎ âîç-

ìîæíî òîëüêî îäíîâðåìåííî ñ ñîõðàíåíèåì

ýíåðãèè.

À èç ïåðâîé ôîðìóëû ñ ó÷åòîì åå âûâîäà ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íåîáõîäè-

ìî, ÷òîáû ñîõðàíÿëñÿ ïîëíûé èìïóëüñ â ÑÎ

¾öåíòðà èíåðöèè¿.

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è

çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà îáúåäèíÿþòñÿ

â åäèíûé ðåëÿòèâèñòñêèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà óãëà ϕ íå ìîæåò

áûòü îïðåäåëåíà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè-èìïóëüñà.



Äâèæåíèå ïàðû ÷àñòèö ñ òî÷êè çðåíèÿ

ýíåðãèè è èìïóëüñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê äâèæåíèå âîîáðàæàåìîé ¾ñîñòàâíîé¿

÷àñòèöû ñ ïðèâåäåííîé àáñîëþòíîé ñêîðî-

ñòüþ |b| = th Ψ è ìàññîé m = Ê
c2
.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ è ìîäóëü ïîëíîãî èìïóëüñà

ïàðû ÷àñòèö ðàâíû ýíåðãèè è ìîäóëþ èì-

ïóëüñà ¾ñîñòàâíîé¿ ÷àñòèöû

E = mc2 ch Ψ, |p| = mc sh Ψ.

4. Ðàñïàä π0-ìåçîíà íà äâà ãàììà
êâàíòà.

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ïó÷êà ïðîòîíîâ ñ âåùå-

ñòâîì ìèøåíè îáðàçóþòñÿ âìåñòå ñ äðóãè-

ìè ÷àñòèöàìè è ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíûå π0-

ìåçîíû, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåâèäèìûìè, ò.å. íå



îñòàâëÿþò ñëåäîâ íè â ïóçûðüêîâîé êàìåðå, íè

íà ôîòîýìóëüñèè. Íî ïîñëå î÷åíü íåäîëãîé æèç-

íè π0-ìåçîí ðàñïàäàåòñÿ íà äâà γ-êâàíòà,

êîòîðûå ìîæíî çàðåãèñòðèðîâàòü ñ÷åò÷èêîì γ-

èçëó÷åíèÿ.

Ïóñòü ÑÎ K̂ ïîêîÿ π0-ìåçîíà äâèæåòñÿ îòíî-

ñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ÑÎ K ñ ïðèâåäåííîé

ñêîðîñòüþ B. Â K̂ ïðè ðàñïàäå π0-ìåçîíà γ-

êâàíòû ðàçëåòàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà â

ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå ñêîðîñòè A1, A2 γ-

êâàíòîâ çàäàþò òî÷êè íà àáñîëþòå è òî÷êà B

ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì B, ëåæèò íà ïðÿìîé L, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè.



Ïóñòü D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâå-

äåííîãî èç íà÷àëà O ñèñòåìû K ê ïðÿìîé L. Òî-

ãäà âåëè÷èíû óãëîâ ∠A1OD, ∠A2OD ðàâíû óãëó

ïàðàëëåëüíîñòè αl è

cosαl = th ρ(O,D).

Ïóñòü ϕl = ∠A1BO, òîãäà 0 ≤ ϕl ≤ π, ò.ê. γ-

êâàíòû ìîãóò âûëåòåòü â ëþáîì íàïðàâëåíèè.

Ïðè èçìåíåíèè ϕl áóäåò èçìåíÿòüñÿ óãîë 2αl
ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè âûëåòà äâóõ γ-êâàíòîâ â

K. Åñëè, ϕl = 0; π, òî 2α = π, D = O.

Åñëè óãîë ϕl âîçðàñòàåò îò 0 äî π
2, òî ρ(O,D)

èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî ρ(O,B). Óãîë ðàçëåòà â K

óìåíüøàåòñÿ îò π äî αl,min. Ñëåäîâàòåëüíî,

cosαl,min = th ρ(O,B)max = |B|



è â K ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé óãîë ðàçëåòà

äâóõ γ-êâàíòîâ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà íàëè÷èÿ ýòî-

ãî ìèíèìàëüíîãî óãëà ðàçëåòà â 1950 ã. ÿâè-

ëàñü ïîäòâåðæäåíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ π0-

ìåçîíà.

Ïðîàíàëèçèðóåì ðàñïàä π0-ìåçîíà, èñïîëüçóÿ

ïëàíèìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî. Èç ñâÿçè ìåæäó

ìîäóëåì èìïóëüñà è ýíåðãèè äëÿ ôîòîíîâ, à

òàêæå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷èì

|p̂j| =
Êj

c
=

Ê

2c
, j = 1,2,

ãäå Ê � ýíåðãèÿ ïîêîÿ π0-ìåçîíà â K̂, |p̂j|, Êj �
ìîäóëü èìïóëüñà è ýíåðãèÿ j-ãî γ-êâàíòà â K̂.



1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà

B = D. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-

èìïóëüñà â K â ïðîåêöèè íà íàïðàâëåíèå
−−→
OD

E = Ê ch Ψ = E1 + E2 = 2E1,

|p| =
Ê

c
sh Ψ = |p1| cosαl + |p2| cosαl =

2E1

c
cosαl,

ãäå Ψ = ρ(O,B). Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-

íî OD çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà íà ïåðïåíäè-

êóëÿðíîå ê
−−→
OD íàïðàâëåíèå âûïîëíÿåòñÿ àâòî-

ìàòè÷åñêè.

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå äàåò ôîðìóëó äëÿ ïîïå-

ðå÷íîãî ýôôåêòà Äîïëåðà, ò.å. óñòàíàâëèâà-

åò ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé ôîòîíà â K̂ Ê1 = Ê
2 è

åãî ýíåðãèåé â K, äâèæóùåéñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî

íàïðàâëåíèþ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè ôîòîíà

E1 = Ê1 ch Ψ.



Ïîäñòàâèì ýòó ôîðìóëó âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå

Ê

c
sh Ψ =

2Ê1

c
cosαl ch Ψ.

Ñëåäîâàòåëüíî, cosαl = th Ψ, ò.å. ýêñïåðèìåí-

òàëüíûé ôàêò ðàñïàäà π0-ìåçîíà íà äâà γ-

êâàíòà ýêâèâàëåíòåí âûáîðó àêñèîìû Ëî-

áà÷åâñêîãî î ïàðàëëåëüíûõ.

Ó π0-ìåçîíà åñòü èìïóëüñ, íàïðàâëåííûé ïî
−−→
OD,

ïîýòîìó è γ-êâàíòû â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà äîëæíû èìåòü â K íåíóëåâóþ ïðîåê-

öèþ íà ýòî íàïðàâëåíèå, ò.å. αl <
π
2.

Åñëè áû ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé èìåëî ãåîìåò-

ðèþ Åâêëèäà, òî óãîë ïàðàëëåëüíîñòè α = π
2 è

ðàñïàä π0-ìåçîíà íà äâà γ-êâàíòà áûë áû çàïðå-

ùåí çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.



Â íåðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêå íåâîçìîæíû ïðî-

öåññû, èäóùèå ñ èçìåíåíèåì ìàññû ÷àñòèö, ò.å.

ãåîìåòðèÿ â ýòîì ñëó÷àå òåñíî ñâÿçàíà ñ ôèçè-

êîé.

2. Îáùèé ñëó÷àé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí

ýíåðãèé è ìîäóëåé èìïóëüñîâ γ-êâàíòîâ â K

èñïîëüçóåì ñíà÷àëà ïîïåðå÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå

Äîïëåðà èç O â D, à çàòåì ïðîäîëüíîå ïðåîáðà-

çîâàíèå Äîïëåðà èç D â B.

|p1| =
E1

c
=
E1,D

c
ch ρ(O,D) =

Ê1

c
e−ρ(D,B) ch ρ(O,D) =

Ê

2c
e−ρ(D,B) ch ρ(O,D),

|p2| =
E2

c
=
E2,D

c
ch ρ(O,D) =

Ê2

c
eρ(D,B) ch ρ(O,D) =

Ê

2c
eρ(D,B) ch ρ(O,D),



Èñïîëüçóåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ÑÎ K

E = Ê ch ρ(O,B) = E1+E2 =
Ê

2
e−ρ(D,B) ch ρ(O,D)+

Ê

2
eρ(D,B) ch ρ(O,D) = Ê ch ρ(D,B) ch ρ(O,D).

Ñëåäîâàòåëüíî,

ch ρ(O,B) = ch ρ(D,B) ch ρ(O,D),

ò.å. çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â äàííîì ñëó-

÷àå èíòåðïðåòèðóåòñÿ òåîðåìîé Ïèôàãîðà

â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

Çàìåòèì, ÷òî

sinαl =
√

1− cos2αl =
1

ch ρ(O,D)

è çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â K â

ïðîåêöèè íà íàïðàâëåíèå L ñ ó÷åòîì ïîëó÷åí-



íûõ ôîðìóë

|p| sin ξl =
Ê

c
sh ρ(O,B) sin ξl = |p2| sinαl−|p1| sinαl =

Ê

c
sh ρ(D,B) ch ρ(O,D) sinαl =

Ê

c
sh ρ(D,B),

ãäå ξl � âåëè÷èíà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè B è
−−→
OD.

Ïîëó÷èëè ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû ñèíóñîâ

sh ρ(D,B) = sh ρ(O,B) sin ξl.

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â K â ïðîåêöèè

íà íàïðàâëåíèå
−−→
OD ïîëó÷èì

|p| cos ξl =
Ê

c
sh ρ(O,B) cos ξl = |p2| cosαl+

|p1| cosαl =
E1 + E2

c
cosαl =

Ê

c
ch ρ(O,B) th ρ(O,D).

Íî ýòî âûðàæåíèå êàòåòà ÷åðåç ãèïîòåíóçó



è ïðèëåæàùèé óãîë

th ρ(O,D) = th ρ(O,B) cos ξl.

Âûâîä. Ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè ïëàíèìåò-

ðèè Ëîáà÷åâñêîãî èíòåðïðåòèðóþò çàêîíû

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà â ðàñïàäå

π0-ìåçîíà íà äâà γ-êâàíòà.

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!


